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1 صل
ف � مجموعه ها

منظومۀ شمسی مجموعه ای است شامل ستارۀ خورشید و سیّاره هایی  که روی 
مدارهای خاصّی در حال چرخش هستند؛ نظیر ستارۀ خورشید، ستاره هایی با بزرگی 

چندهزار برابر خورشید رصد شده است. طوری که اگر به اندازۀ خورشید به زمین 
نزدیک بودند، تمام آسمان ما را می پوشاندند.

 جَعَلَ لکَُم النُّجومَ  لتِهَتدَوا بِهٰا فی ظلُمُاتِ  البَـرّ ِ وَ  البَحرِ …… 
ٰ

وَ هُوَ الَّذی
او )خداوند( کسی است که ستارگان را برای شما قرار داد، تا در تاریکی های خشکی 

و دریا، به وسیلۀ آنها راه یابید...
)سورهٔ انعام، آیهٔ ٩٧(
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نگاه کلی به فصل
دانش آموزان در کتاب نهم برای اولین بار با مفهوم مجموعه، اعمال روی مجموعه ها و نمایش 

مجموعه ها و کاربردهای آن آشنا می شوند.
درس اوّل ازاین فصل به معرفی مجموعه می پردازد و واژهٔ مجموعه را که در زبان محاوره ای 
به کار می رود با اصطلاح مجموعه که در ریاضی به کار می رود مقایسه و به بیان تفاوت های آن می پردازد. 
به معرفی دو مفهوم بسیار مهم یعنی عضویت و جزئیت )زیر مجموعه( پرداخته شده و  در این درس 
به زبان ریاضی و تعریف مجموعهٔ تُهی دراین درس  تبدیل آن  بیان توصیفی مجموعه ها و  به  همچنین 

پرداخته می شود.
در درس دوم مفهوم برابری بین دو مجموعه معرفی و نمایش مجموعه ها در شکل های مختلف 

مورد بررسی قرار می گیرد.
در درس سوم به معرفی سه عمل اجتماع، اشتراک و تفاضل بین مجموعه ها و استفاده از نمودار 

ون برای نمایش آنها پرداخته شده است. 
در درس چهارم ضمن یادآوری مسائل احتمال که دانش آموزان در دو کتاب ریاضی هفتم و 
هشتم مطالعه کرده اند به کاربردها و استفاده های مفهوم مجموعه و نمادهایی که برای مجموعه ها و تعداد 

اعضای یک مجموعه به کار برده شده، در احتمال و حل مسائل مربوط به احتمال اشاره شده است.
دانش آموزان در کتاب ریاضی دهم مبحث مجموعه ها را کامل تر فرا خواهند گرفت.

نقشه مفهومی

کاربرد  نمادهای 
مجموعه ها 

در حل مسائل 
احتمال

مجموعه ها

برابری مجموعه ها و 
 مجموعه ها و احتمالاعمال روی مجموعه ها  معرفی مجموعه هانمایش مجموعه ها

 مفهوم برابری و 
رابطه با 

زیرمجموعه

 مجموعه های 
عددی و نمایش 

مجموعه ها

 مفهوم 
عضویت و 
مجموعۀ تهی

مفهوم 
زیرمجموعه و 

نمودار وِن

اعمال اجتماع، 
اشتراک و 

تفاضل

تعداد اعضای 
یک مجموعه

 یادآوری 
احتمال



3

تصویر عنوانی 
مجموعه  یک  عنوان  به  شمسی  منظومه  اینکه  بر  علاوه  مجموعه ها،  فصل  ابتدای  تصویر  در 
معرفی شده است، که در تعبیر ذکر شده برای مجموعه ها کاملًا صدق می کند، )اعضاء غیر تکراری و 
کاملًا مشخص( توجه دانش آموزان را به عظمت خلقت معطوف داشته و توسط آیه ای از آیات قرآن 

کریم، هدفمند بودنِ این خلقت را متذکر می شویم.

دانستنی هایی برای معلم
نظریه مجموعه ها توسط جرج کانتور در سال 1873 پایه ریزی و در ابتدا به صورت شهودی و 

غیرصوری بیان و گسترش یافت.
امروزه نظریه مجموعه ها به عنوان مبانی و یکی از پایه ای ترین مفاهیم در ریاضیات به کار می رود. 
پیشرفت  و  پایه ریزی  مجموعه ها  براساس  توابع  و  اعداد  مانند  ریاضیات،  در  موضوع ها  اصلی ترین 

کرده اند.
دو پارادکس معروف در نظریه مجموعه ها وجود دارد که یکی متعلق به خود کانتور است و به 

پارادکس کانتور معروف است و دیگری پارادکس راسل که توسط راسل به دست آمده است.
پارادکس کانتور: اگر U مجموعهٔ همهٔ مجموعه ها فرض شود واضح است که عدد اصلی این 
مجموعه باید بزرگ ترین عدد اصلیِ مجموعه های موجود باشد یعنی اگر A مجموعه ای دلخواه باشد 
اما از طرفی بنابر قضیهٔ کانتور عدد اصلیِ مجموعهٔ توانیِ U )مجموعهٔ شاملِ همهٔ  A U≤ باید همواره 

زیر مجموعه های U ( کوچک تر از عدد اصلیِ U است و این تناقض است.
پارادکس راسل: مجموعهٔ }A عضو خودش نباشد:R =}A را در نظر می گیریم )مجموعهٔ 

همهٔ مجموعه هایی که عضوی از خود نباشند( آیا R∋R است؟ 
٭ اگر R∋R در این صورت بنابر تعریف مجموعهٔ R باید R∉R که تناقض است!

٭ اگر R∉R لذا بنابر تعریف مجموعهٔ R باید R∋R که تناقض است!
منطق فازی )Fuzzy logic(  که اولین بار توسط پروفسور لطفی زاده در سال 1965م و به دنبال 
تنظیم نظریه مجموعه های فازی توسط وی، پایه ریزی و ابداع گردید، امروزه در بسیاری از شاخه های 

ریاضی و علوم غیر ریاضی کاربرد دارد.
منطق فازی از فضای بین دو ارزش »بروم« یا »نروم« ارزش های جدید »شاید بروم« یا »می روم  اگر« 
یا »احتمال دارد بروم« را استخراج کرده و به کار می گیرد. یک چراغ فقط به دو وضعیت »روشن« یا 
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»خاموش« محدود نیست و مواردی مانند »کم نور« یا »پرنور« نیز برای یک لامپ تعریف می شود!
مفهوم مجموعه های فازی در مقابل مجموعه های قطعی )Crisp sets( قرار دارد در واقع از 

تعمیم و گسترش مفهوم مجموعه های قطعی به مفهوم مجموعه های فازی می رسیم.
مجموعه های قطعی همان مجموعه های عادی و معمولی هستند که در کتاب های درسی آنها را 
مجموعه می نامیم. در مجموعه های فازی مفهوم عضویت نسبی است و فقط به عضوبودن یا نبودن 

محدود نمی شود!

معرفی منابع برای معلمان
 مبانی ریاضیات گسسته، تألیف حمیدرضا امیری و یدا... ایلخانی پور، انتشارات مدرسه 

 دانشنامه ریاضی، تألیف گروه نویسندگان، پرویز شهریاری، غلامرضا یاسی پور و  … انتشارات 
کانون فرهنگی آموزش 

 نظریه مجموعه ها و کاربردهای آن، تألیف تی. لین، یو - فنگ لین، ترجمه عمید رسولیان، 
مرکز نشر دانشگاهی

نمونه سؤال های ارزشیابی
1ــ متناظر با هر عبارت یک مجموعه و متناظر با هر مجموعه یک عبارت بنویسید.

الف( مجموعهٔ اعداد طبیعی زوج و اول
ب( مجموعهٔ مثلث هایی که 4 ضلع دارند.

ج( مجموعهٔ اعداد صحیح منفی و بزرگ تر از 2
د( مجموعهٔ اعداد طبیعی و کوچک تر از ٧

A=}…,-2,-1,0,1,2{)هـ
B=}1,3,5,7,9,11{)و

2ــ جاهای خالی را طوری کامل کنید تا عبارت حاصل، درست باشد. 
الف(  {{},{∅},∅,A=}0دارای …… عضو است

ب( عبارت »5 عددِ اول و کوچک تر از 20« مجموعه ای مشخص و یکتا را ………………
ج( مجموعهٔ اعداد طبیعی بین 2 و 3 مجموعهٔ …… نامیده می شود.

3ــ هر یک از مجموعه های زیر را با نماد ریاضی نمایش دهید.            
}…,٧,5,6{=B)ب                      }8,٧,A =}3,4,5,6)الف  
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)د                                             }C =}7 )ج D , , , ,... =  
 

1 1 1 1

2 3 4 5  

4ــ هر یک از مجموعه های زیر که با نماد ریاضی مشخص شده اند را با اعضایشان بنویسید.
)الف { }A x x , x= ∈ < <N 5 11 } )ب          }B x x , x= ∈ − ≤ <Z 7 7    

xC )ج x , x
x

 = ∈ < < + 
N 3 9

1
} )د         }E K k , ,= = − − −3 1 2 3     

5ــ همهٔ زیرمجموعه های مجموعهٔ }A=}0,∅,2 را بنویسید.
6ــ اگر }B=}4,5,6,7{ , A=}1,2,3,}1{,4 کدام گزاره درست و کدام گزاره نادرست است.

  A⊆}}2{,2,3{)ج                    A⊆}1{)ب                           A∈{1})الف
    A⊆}2,}1{,1{)و                     A ⊇ B)هـ                            B⊆{4,5})د
  B⊆}4{ )ط                    A⊆}4{ )ح                                  A ∈٧ )ز

٧ــ سه مجموعهٔ }8,9,2,٧,4,6{=A    و    }3,4,5,6,8{=B      و }10و9و5و4وC=}3 را 
در نظر گرفته و هر یک از مجموعه های زیر را با عضوهایشان مشخص کنید.

   AC( - B( )ج                            AB(C( )ب                      AB(C( )الف
  )BC(-A )و                   )A-B(  )A-C( )هـ                 )A-B(  )B-C( )د
  )A-B(  )C-B( )ح                           AC(-B( )ز

8 ــ با توجه به نمودار زیر حاصل هر یک از عبارت های زیر 
را بنویسید.

 

2

1

3

٧

۵ 6

٤
٧

۸

9
10

٤ ۸

A B

    )BC(A )ج               AC(-B( )ب                   )A-B(  )B-A( )الف
   )AB()AC( )و              )BC(A )هـ                                 AB(C( )د
   AC( - B(  )ط               )B-C(-A )ح                                 A-B(-C( )ز
   AB(C( )ک                   )A-B(  )C-B(  )ی
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9ــ در هر یک از شکل های زیر، مجموعهٔ مورد نظر را هاشور بزنید.
A

C

B

(A B)UC

C

A B

(A C) (C B) 

A

C

B

(A B) (B C) 





7

اهداف
ــ درک دقیق و شفافی از واژهٔ مجموعه در ریاضیات داشته باشد.

ــ دو ویژگی مهم اعضای یک مجموعه یعنی تکراری نبودن و مشخص بودن را 
درک کند.

ــ از نمودار وِن برای نمایش مجموعه ها استفاده کند.
ــ مفهوم عضویت را درک کند.

ــ مفهوم مجموعهٔ تهی را درک کرده و بتواند برای مجموعهٔ تهی مصداق پیدا 
کند.

کاملًا  اعضای  با  مجموعه ای  به  را  مجموعه  یک  برای  توصیفی  بیان  بتواند  ــ 
مشخص تبدیل کند و برعکس برای مجموعه ها بیان توصیفی شفافی بیاورد.

روش تدریس
اینکه  است.  مجموعه  نماد  و  مجموعه  مفهوم  از  استفاده  لزوم  درس  این  اوّل  فعالیت  هدف 
دانش آموز احساس نیاز کند که گاهی اوقات لازم است تعدادی از اشیاء را از بقیه جدا کنیم و یا آنها 

را متمایز کرده و دسته بندی کنیم.
یاد می گیرد که برای مشخص کردن یک  در این فعالیت علاوه بر هدف فوق الذکر دانش آموز 
مجموعه از اشیاء، از حروفی چون  C , B , A ,… استفاده کرده و این اشیاء را در دو آکلاد قرار داده 

و به هر کدام از آن اشیاء یک عضو بگوید.
اولًا  که  پی ببرد  موضوع  این  به  و  کند  درک  دانش آموز  تا  است  این  بر  سعی  فعالیت  این  در 
توصیف برای مشخص کردن هر مجموعه باید کاملًا روشن و شفاف بوده و مجموعه ای یکتا معرفی کند 
و دوم اینکه جابه جایی اعضای مجموعه، مجموعهٔ جدیدی تولید نمی کند به عنوان مثال عبارت »3 عدد 
اول و یک رقمی« به صورت های مختلفی می تواند تعبیر شود: }2,3,5{ یا }2,5,7{ یا … لذا این 

عبارت نمی تواند مشخص کنندهٔ یک مجموعه باشد.
در پاراگراف انتهایی این صفحه، تعبیر دقیق ریاضی برای مجموعه بیان شده و دانش آموز باید 
تفاوت آن را با کلمهٔ مجموعه که در زبان محاوره ای به کار می رود درک کند. توجه داشته باشید که در 
معرفی مجموعه، قید شده است دسته ای از اشیاء مشخص و هیچ محدودیتی برای این اشیاء بیان نشده 
است. به عبارت دیگر اینکه اعضای یک مجموعه باید دارای یک ویژگی یا خاصیت مشترک باشند یا 

 درس اوّل: معرفی مجموعه
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 A= }a,b,2,3, هم جنس باشند یا … جزء شرایط تشکیل یک مجموعه نیست بنابراین مجموعهٔ }خورشید
یک مجموعهٔ 5 عضوی به حساب می آید که اعضای آن هیچ ویژگی مشترکی ندارند.

در فعالیت های صفحهٔ 3 علاوه بر معرفی مفهوم و نماد عضویت و نمایش مجموعه ها با استفاده 
از نمودار وِن، روی تکراری نبودن اعضای یک مجموعه و مشخص بودنِ اعضاء تأکید شده است.

توجه داشته باشید که برای استفاده از نمودار وِن هم می توانیم از منحنی های بسته استفاده کنیم 
و هم از خط شکسته بسته از قبیل اشکال هندسی شناخته شده مانند دایره، مستطیل و …

در ابتدای صفحهٔ 4، مجموعهٔ تهی به عنوان مجموعه ای که فاقد عضو است معرفی شده  و با 
تذکر این نکته که مجموعهٔ تهی یعنی } { یا ∅ با مجموعه های }∅{ و }0{ یکی نیست از اشکالات 

و بدفهمی های دانش آموزان جلوگیری شده است.
در کار در کلاس صفحهٔ 4 سعی می شود تا مفاهیم و مطالب قبلی بهتر جا بیفتد و دانش آموزان 
در این کار در کلاس مجموعهٔ تهی را به عنوان یک مجموعه و همچنین مجموعه های یک عضوی را 
به عنوان یک مجموعه شناسایی و خودشان قادر به معرفی چنین مجموعه هایی شوند. در کار در کلاس 

شمارهٔ 4 تمرین بسیار خوبی برای درک و تعمیق مطالب بیان شده است.
دانش آموزان با خواندن عبارت ها و مجموعه های سمت چپ ابتدا مجموعه را در ذهن خود 
ساخته و سپس به دنبال آن در ستون سمت راست، می گردند. کار در کلاس شمارهٔ پنج مجدداً تأکید بر 

مشخص بودنِ اعضا دارد.
با  بیان مجموعه هایی  بیشتری روی  تأکید  و  را دوره کرده  این درس  تمرین صفحهٔ 5، مطالب 

عبارات و با نمادهای ریاضی دارد.
تمرین 3 یک مسئله پاسخ باز است که دانش آموزان به آن جواب های متفاوتی خواهند داد و با 

کنترل جواب های آنها به نوع نگاه و سطح درک آنها از مجموعه پی خواهید برد.
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اهداف
درک  را  مجموعه ها  در  زیرمجموعه  مفهوم  و  برابری  مفهوم  دانش آموزان  ــ 
کرده و تشخیص می دهند که در چه صورتی دو مجموعه برابر نیستند و در چه صورتی 

.A⊇B
درک  را  بودن  زیرمجموعه  و  برابری  مفهوم  دوطرفه  ارتباط  دانش آموزان  ــ 

می کنند.
ــ زیر مجموعه های بدیهی هر مجموعه )∅ و خود مجموعه( معرفی می شوند.

ــ دانش آموزان باید بتوانند تمام زیرمجموعه های یک مجموعه را تشخیص داده 
و بنویسند.

از  آنها و همچنین استفاده  نمادگذاری  نمایش مجموعه های اعدادِ معروف و  ــ 
نماد ریاضی برای نمایش مجموعه ها جزء اهداف آموزشی این درس است.

ــ دانش آموزان باید بتوانند مجموعه هایی که با اعضا مشخص شده اند یا با یک 
عبارت توصیفی بیان شده اند را با استفاده از نمادهای ریاضی مشخص کنند.

روش تدریس
در فعالیت صفحهٔ 6 دانش آموزان دو مجموعهٔ A و  B را می سازند )تشخیص می دهند( که این  
 B و تمام اعضای Bدر A مجموعه ها به دو صورت معرفی شده اند و مشاهده می کنند که تمام اعضای
نیز در A بوده و در واقع A=B است. سپس با معرفی مجموعهٔ A و نوشتن اعضای آن در عبارت های 

تعریف شده در الف، ب و ج به دنبال مجموعه ای برابر با A می گردند.
و در همین فعالیت با مفهوم نابرابری در مجموعه ها نیز آشنا می شوند و جلوی این بدفهمی که 

»اگر A با B برابر نباشد تمام اعضای A نباید در B باشند« گرفته می شود.
در کار در کلاس صفحهٔ 6 دانش آموزان با مقایسهٔ عضو به عضو و اضافه  کردنِ یک عضو، برابری 
باز پاسخ مطرح شده که تنوع  در دو مجموعه را ایجاد می کنند. در سؤال 2 کار در کلاس یک مسئله 

پاسخ های دانش آموزان را در برخواهد داشت که البته بسیاری از این پاسخ ها قابل تأمل خواهد بود.
فعالیت صفحهٔ 7 به مفهوم زیرمجموعه می پردازد و نیز به زیرمجموعه های بدیهی هر مجموعه 
مانند A یعنی به معرفی ∅ و A به عنوان زیرمجموعه های A و البته با بیان این مطلب که در چه شرایطی 

A به نوعی زیرمجموعه بودنِ تهی را اثبات می کند )نوعی برهان خلف(. ⊆ B

 درس دوم: مجموعه های برابر و نمایش مجموعه ها
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 ذکر مثال بالای صفحهٔ 8 و آوردن دلیل برای هر مورد برای تعمیق و تثبیت مفاهیم زیرمجموعه ــ 
بودن و زیرمجموعه نبودن بسیار مفید است. در کار در کلاس صفحهٔ 8 مفاهیم زیرمجموعه، عضویت و 
زیرمجموعه نبودن از طریق استفاده از نمودار ون و شهودی کردنِ این مفاهیم و از طریق مجموعه های 

عددی بررسی می شود.
 A=}a,b,c,d{ ٔبهتر است از دانش آموزان خواسته شود تا برای نوشتن زیرمجموعه های مجموعه
به ترتیب از مجموعهٔ هیچ عضوی )تُهی( شروع کرده و بعد تمام یک عضوی ها و دو عضوی ها و … 

را بنویسند.
با  بتوانند  را  عددی  مجموعه های  دانش آموزان  تا  است  این  بر  سعی   9 صفحهٔ  مطالب  در 
با   A=}4,7,10,…{ مجموعهٔ  مثال  عنوان  به  برعکس.  و  بنویسند  ریاضی  نمادهای  از  استفاده 
}∈B=}4K-3|-2> k ≥3 , k با  }B x x , x= ∈ − ≤ <Z 7 برابر است. همچنین مجموعهٔ }7  }3k+1|k∋{ }A x x , x= ∈ < <N 5 مجموعهٔ }11

مجموعهٔ }3,1,5,9,13-,7-{ برابر است.
ریاضی  نماد  با  که  را  مجموعه هایی  دانش آموز  اینکه  بر  علاوه   10 صفحهٔ  کلاس  در  کار  در 
مشخص شده یا با عبارتی بیان شده اند را باید با اعضایشان مشخص کند به لزوم استفاده از نمادهای 
ریاضی برای بیان مجموعه ها پی می برد زیرا مجموعهٔ اعداد گویا را نمی توانیم با همهٔ اعضایش بنویسیم.

در تمرین صفحهٔ 10 همهٔ مفاهیم ذکر شده در این درس مورد سؤال و پرسش قرار می گیرد و 
دوره می شود.
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اهداف
عمل  اجتماع،  عمل  یعنی  مجموعه ها  بین  اعمال  از  عمل   3 با  دانش آموزان  ــ 

اشتراک و عمل تفاضل آشنا می شوند.
ــ دانش آموزان سه عمل مذکور را به صورت نمادگذاری ریاضی و نمودار ون 

درک می کنند.
یا  نمایش همهٔ اعضا  )به صورت    B و A ٔبا معرفی دو مجموعه ــ دانش آموزان 

نمودار ون( باید بتوانند )B-A( , )A-B( , )AB( ،   )AB( را بنویسند.
ــ دانش آموزان عدد اصلی مجموعه ها یا تعداد اعضای مجموعه ها را تشخیص 

داده و از نماد )n)A برای نمایش تعداد اعضای A استفاده می کنند.

روش تدریس
مفاهیم  با  صوری  غیر  و  رسمی  غیر  صورت  به  دانش آموزان  ابتدا   ،11 صفحهٔ  فعالیت  در 
اشتراک  و اجتماع آشنا شده و سپس در دو کادر پایین صفحه این دو مفهوم یا دو عمل بین  مجموعه ها 

را به دو صورت استفاده از نمادهای ریاضی و استفاده از نمودار وِن درک می کنند.
مثال بالای صحفهٔ 12 به درک بهتر این مطالب می پردازد و به صورتی کاملًا عملی دانش آموز 

را درگیر محاسبهٔ اشتراک و اجتماع دو مجموعه می کند.
فعالیت صفحهٔ 12 فعالیتی بسیار غنی و خلاقانه است و هدف اصلی از طرح این فعالیت آن است 
  B و A ٔکه دانش آموز مفهوم اجتماع را با این گزاره که »اگر عضوی حداقل در یکی از دو مجموعه
باشد در اجتماع آن دو مجموعه است« بهتر درک کند در ادامهٔ این فعالیت از دانش آموز خواسته شده 
  B و A تا حالت های دیگری برای این دو مجموعه بیابد که تعداد کل حالت های ممکن  و صحیح برای

عبارت از 8 حالت که دانش آموزان باید همهٔ حالت ها را بیابند.
در شمارهٔ 2 فعالیت صفحهٔ 12 به طور مشابه، اول به صورت غیر رسمی با مفهوم عمل تفاضل 
آشنا شده و سپس در کادر بالای صفحهٔ 13 تعریف ریاضی و نمودار وِن برای عمل تفاضل آورده شده 
که ذکر یک مثال در پایین کادر دانش آموزان را به صورت عملی درگیر محاسبهٔ تفاضل دو مجموعه 

کرده و در عین حال دانش آموز مشاهده می کند که )A-B(  با )B-A( لزوماً برابر نیست.
در کار  در کلاس صفحهٔ 13 به تعمیق و تا حدودی به تعمیم مفاهیم ذکر شده پرداخته ایم و در 
برای  آورده شده است.  اعضای یک مجموعه  تعداد  نمایش  برای  قرارداد  یا  نماد  پایین صفحه یک 

 درس سوم: اجتماع، اشتراک و تفاضل مجموعه ها
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دست ورزی بیشتر و تعمیق مفاهیم اجتماع، اشتراک و تفاضل می توانید از مثال های متنوعی مانند مثال 
زیر کمک بگیرید:

1ــ اگر }2,3,4{=A-B   و }B=}9,8,7 برای A چند حالت وجود دارد؟ آنها را بنویسید.
2ــ اگر }5,6,2{=A-B و }AB=}5,6,2,9,11,15 با استفاده از نمودار وِن 4 حالت برای 

A و B مشخص کنید.
در تمرین های صفحهٔ 14 همهٔ مطالب و مفاهیم ذکر شده در این درس را مرور کرده و به تثبیت 

آنها می پردازیم.
 B-A و A-B ًلزوما پرداخته شده است که  این نکات  به  )و(  )هـ( و  تمرین 2 قسمت های  در 
ممکن است با هم برابر نبوده و همین طور تعداد اعضای آنها که البته در حالت هایی می توانند برابر هم 
باشند ولی حکم کلی نبوده و البته اگر )B-A(=)A-B( آنگاه واضح است که )n)B-A(=n)A-B ولی 
نتیجه گرفت  نمی توان همواره  باشد   n)B-A(=n)A-B( یعنی اگر نیست  این مطلب درست  برعکس 
که  است  واضح    B=}6,8,3,5{ ,  A=}2,4,6,8{ کنید فرض  اگر  مثال  عنوان  به   B-A=A-B که

}B-A=}3,5{ , A-B=}2,4 که )A-B(≠ )B-A( ولی تعداد اعضای آنها برابر است.
تمرین 4 الگوهای بسیاری را برای هاشورزدن به دانش آموزان معرفی می کند. به عنوان مثال:

(A B) C

A

C

B


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اهداف
ــ یادآوری مفهوم احتمال و رابطهٔ محاسبهٔ احتمال یک پیشامد تصادفی
ــ استفاده از نمادهای ریاضی برای محاسبهٔ احتمال در مسائل مربوطه 

ــ ارتباط بین مجموعهٔ همهٔ حالت های ممکن )فضای نمونه ای( و زیر مجموعه های 
آن به عنوان پیشامدهای تصادفی

ــ یادآوری مفهوم پیشامدهای هم شانس و غیر هم شانس

روش تدریس
یعنی  ممکن  همهٔ حالت های  تشکیل مجموعهٔ شاملِ  اصلی  مثال )صفحهٔ 15( هدف  اولین  در 
}S = }1,2,3,4,5,6 و در هر چهار قسمت الف، ب، ج و د تشکیل مجموعه های حالت های مطلوب 

نیز از اهدافِ  برای محاسبهٔ احتمال 
 

( ) ( )
( )

n A
P A

n S
=

 
است. استفاده از نمادهای ریاضی و فرمول

حلِ این مثال می باشد.

و  است   ∅ یعنی  عضو  فاقد  مجموعه ای  نظر  مورد  پیشامد  که  دارید  توجه  )ج(  قسمت  در   
ϕ(=0(n و بنابراین 0=)p)ϕ است.

S=}1,2,3{ در فعالیت صفحهٔ 16 دانش آموز باید پس از تشخیص همهٔ حالت های ممکن یعنی
برای هر کدام از زیرمجموعه های S یا پیشامدهای تصادفی که به صورت مجموعه ای از اعداد تعریف 

شده است، با بیان توصیفی و مانند نمونه یک پیشامد تعریف کند.

به عنوان یک فعالیت تکمیلی از فعالیت زیر استفاده کنید.

فعالیت
مانند نمونه و با توجه به چرخندهٔ مقابل برای هر یک از مجموعه های 
تعریف شده یک پیشامد با بیان توصیفی تعریف کنید و سپس احتمال آن را به 

دست آورید.

A=}1,2,3,4{    )عقربه روی اعداد کوچک تر از 5 بایستد(→ ( ) ( )
( )

n A
P A

n S
= = =4 2

6 3

 درس چهارم: مجموعه ها و احتمال

6 1

2۵

٤ 3
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B=}1,5,6{→)عقربه روی عدد 1 یا 5 یا 6 بایستد( → ( ) ( )
( )

n B
P B

n S
= = 3

6  
         

C=}2,3,5{→)                                 ( →P)C(=                           
D=}3,6{→)                                   ( →P)D(=                           
E=}1,4{→)                                    ( →P)E(=                           

استفاده  معین  پیشامدِ  یک  تعریف  برای  دانش آموزان  که  توصیف هایی  که  باشید  داشته  توجه 
می کنند، ممکن است با هم فرق داشته باشد ولی صحیح باشند.

نیز مطرح شده که یادآوری از سال های  در فعالیت صفحهٔ 16 موضوع پیشامدهای هم شانس 
قبل است و دانش آموز صرفاً از روی عدد حاصل از محاسبهٔ احتمالِ پیشامدها پی می برد که هم شانس 
هستند یا غیر هم شانس. کار در کلاس صفحهٔ 16 به خوبی همهٔ اهداف و مفاهیم ذکر شده را مرور کرده 
و باعث تعمیق آنها می شود. در این کار در کلاس و در قسمت )ب( یک سؤال باز پاسخ مطرح شده 
است و دانش آموزان در می یابند که هر زیرمجموعه از S یا هر پیشامد تصادفی که شاملِ 4 عضو باشد، 

می تواند پاسخ این سؤال باشد.
در تمرین های آخر این فصل )صفحه17ٔ( 2 تمرین شمارهٔ 2 و شمارهٔ 4 نیاز به توجه خاص دارد 
و به طور حتم باید توسط شما بررسی شود و راه حل های دانش آموزان را مشاهده کرده و در صورت 

نیاز این دو تمرین در کلاس تحلیل شود.
بهتر است برای حل تمرین2، نمودار درختی رسم شود تا دانش آموزان تمامِ 8 حالتِ ممکن را 

مشاهده کنند.
)پ , پ , پ(               
)د , پ , پ(               

)پ , د , پ(                 
)د , د , پ(

)پ , پ , د(                 
)د , پ , د(                

)پ , د , د(                 
د)د , د , د(

پ
د

پ
د

پ

د

پ

د

پ
د

پ

د

پ
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در تمرین 4 نیز بهتر است همهٔ حالت ها را در یک جدول 6*6 مشاهده کنند.

تاس قرمز
654321

)1,6()1,5()1,4()1,3()1,2()1,1(1
)2,6(………)2,2()2,1(2
)3,6(…………)3,1(3
)4,6(…)4,4(……)4,1(4
)5,6(…)5,4(……)5,1(5
)6,6()6,5()6,4()6,3()6,2()6,1(6

این توجه داده شود که )6,5( با )5,6( فرق دارد و دو حالت مجزا هستند. )6,5( یعنی تاس آبی 
6 آمده و تاس قرمز 5 و )5,6( یعنی تاس آبی 5 و تاس قرمز 6 آمده است.

تاس آبی
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1حل تمرین های صل
ف �

1ــ متناظر با هر عبارت، یک مجموعه و متناظر با هر مجموعه، یک عبارت بنویسید و تعداد 
عضوهای هر مجموعه را تعیین کنید: 

الف( }A = }1,8,27,64,125            مکعب عددهای طبیعی از یک تا پنج ــ A مجموعه ای 
5عضوی است

ب( }C = }10          مجموعه اعداد طبیعی بین 9 و 11ــ مجموعهٔ C، 1 عضو دارد 
ج( عددهای طبیعیِ مضرب 3 و کوچک تر از 1000     }999، …، 9 ، 6 ، 3{ ــ این مجموعه، 

333 عضو دارد
د( عددهای طبیعی بزرگ تر از 4 و کوچک تر از 5     } { ــ این مجموعه، بدون عضو است.
هـ( عددهای صحیح منفی که بین 4 و ٧ قرار دارد.   } { ــ این مجموعه، بدون عضو است.
و( عددهای اوّل دورقمی که مضرب ٧ باشد.            } { ــ این مجموعه، بدون عضو است.

2ــ جاهای خالی را طوری کامل کنید تا عبارت حاصل، درست باشد. 
الف( عبارت »5 عدد طبیعی که بین 1 و 20 قرار داشته باشد« یک مجموعه را مشخص نمی کند   .

ب( مجموعهٔ }9,...,2,3,4{ دارای ____8____ عضو است. 
ج( مجموعهٔ }∅ ,A = }0 دارای ____2____ عضو است. 

 5∋A ،است یا با نماد ریاضی A ؛ داریم: 5، عضو A = }3,5,7,9,11{ ٔد( با توجه به مجموعه
.  12∉A  ،نیست یا با نماد ریاضی A و 12 عضو

3ــ سه مجموعهٔ متفاوت بنویسید که عدد 2 عضو آن باشد.
A = }2 ، 3 ، 5 ، ٧{    B = } 2 ، 4 ، 6 ، 8{   C= }1 ، 2 ، 3 ،… ، 9{

  تمرین
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1ــ مجموعهٔ }A = }-2,-1,0,1,2 را درنظر بگیرید. کدام یک از مجموعه های زیر با هم 
 B و C برابر است؟

B = }x| x∋A , x2 ≥ 2{    ,   C = }x| x∋A, -1 ≥ x ≥ 1{   ,   D = }x| x∋A , x4 = 1{
 B = }-1 ،0 ،1{    C = }-1 ، 0 ، 1{             D = }-1 ،1{

2ــ سه مجموعه مانند B ، A و C بنویسید به طوری که A ⊇ B و B ⊇ C. آیا می توان نتیجه 
گرفت A ⊇ C؟ بله

A = }1 ،2{    B = }1 ،2 ،3{   C= }1 ، 2 ، 3 ،4{
3ــ تمام زیرمجموعه های هریک از مجموعه های زیر را بنویسید: 

B = }2x | x = 0,2,3{ )ب                  { }A x | x , x= ∈ + =2 1 3 الف( 
A = }1{                   زیرمجموعه ها : } { ، }1{     

 }6 ، 4{ ، }6 ، 0{ ، }4 ، 0 { ، }6 ، 4 ، 0{: زیرمجموعه ها
B = }0 ،4 ،6{             ، } { ،}0{  ، }4{ ، }6{     

و   


 ،W،Q مجموعه های  وضعیت  روبه رو،  نمودار  4ــ 
 را نسبت به هم نشان می دهد؛ آنها را نام گذاری و با علامت ⊆ 

باهم مقایسه کنید.  
N⊇ W⊇ Z ⊇ Q                                                 

5ــ درستی یا نادرستی عبارت های زیر را با ذکر دلیل مشخص 
کنید: 

 .ب( هر عدد حسابی عددی گویا است الف( هر عدد گویا عددی حسابی است. ×  W∉2

3
 .د( بعضی از عددهای گویا، عدد صحیح است    .ج( هر عدد صحیح عددی گویا است   

  تمرین

W

Q



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A B

1

2 3

4

59

6

7

} را در نظر  }C , , , ,= 1 7 8 1011 } و  }B , , , ,= 1 5 7 3 9 } و  }A , , , ,= 2 4 6 8 9 1ــ مجموعه های 
بگیرید؛ سپس هریک از مجموعه های زیر را با عضوهایشان مشخص کنید:

AB )الف  BC )ب  A  )ج   C A ∩ B )د   
A - B )هـ C - B )و  A - C( () ز   )B - C(  ح ()AB( - C  

A∩A )ط     ∅=∅∩A )ی  BB )ک  C  )  ل   ∅  
}AB = }1 ، 2 ، 3 ، … ، 9 )الف }C-B = }8 ،10 ،11 )و    
}8 ،9 ،10 ،11 ، ٧ ، BC  = }1، 3 ، 5 )ب A - C( () ز   )B - C( = } 2 ، 3 ، 4 ، 5 ،6 ، 9{
A  )ج  C = }1 ،2 ،4 ،6 ،٧ ،8 ،9 ،10 ،11{ }AB( - C  = }2 ،3 ،4 ،5 ،6 ،9() ح   
}A ∩ B = }9 )د }A∩A = }2 ،4 ،6 ،8 ،9 )ط   
}A - B = }2 ،4 ،6 ،8 )هـ }3 ،9، ٧، BB = }1 ،5 )ک    

}8 ،10 ،11، ٧، C ∅ = }1 )  ل  
2ــ با توجه به نمودار زیر، عبارت های درست را با  و گزاره های نادرست را با × مشخص 

کنید:
)A - B(   )A ∩ B( = A )ب    B-A=}6,7{ )الف

     { }(A B) (B A) , ,− − = 12 6

* ج( 
n )A   B( = 8 )د

n )A - B( = n )B - A( )و      A - B = B - A )هـ *
3ــ کلمات و مجموعه های داده شدهٔ زیر را در جاهای خالی قرار دهید:
A )2               3( اجتماع   B )1

)AB( )5 4( زیرمجموعهٔ  
الف( اشتراک دو مجموعه، زیر مجموعهٔ اجتماع همان دو مجموعه است.

ب( هریک از دو مجموعهٔ A و B زیرمجموعهٔ  ABاست.
ج( اشتراک دو مجموعهٔ A و B زیرمجموعه هر یک از دو مجموعهٔ A و B است.

د( مجموعهٔ A - B زیرمجموعهٔ مجموعهٔ A است.

  تمرین
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A B A B A C

B A−A B (A C) C− 

هـ( اجتماع دو مجموعهٔ )B - A( و )A∩B(  با مجموعهٔ B مساوی است.
4ــ در هریک از شکل های زیر مجموعهٔ موردنظر را هاشور بزنید.

1ــ اگر تاسی را بیندازیم، چقدر احتمال دارد:
=2 1

6 3
3=     ب( عدد رو شده زوج و از 2 بزرگ تر باشد. 1

6 2
الف( عدد رو شده زوج باشد.

=2 1

6 3
د( عدد رو شده از 3 کمتر باشد.  1

6
ج( عدد رو شده زوج و اوّل باشد. 

2ــ اگر خانواده ای دارای سه فرزند باشد، اوّلاً مجموعهٔ همهٔ حالت های ممکن را تشکیل دهید 
)هر عضو این مجموعه را به طور مثال به صورت )د,د,پ( نمایش دهید(. ثانیاً چقدر احتمال دارد این 

خانواده دارای دو دختر )یعنی دقیقاً دو دختر( باشد؟ 
})د،د،د(، )د،د،پ(، )د،پ، د(، )د، پ،پ(، )پ، د،د(، )پ، د، پ( ، )پ،پ،د(، )پ،پ،پ({

کل حالت ها 8 حالت است.
3 = احتمال اینکه خانواده دقیقاً دو دختر داشته باشد. 

8

3ــ در جعبه ای 3 مهرهٔ قرمز و 4 مهرهٔ آبی و 5 مهرهٔ سبز وجود دارد. اگر 1 مهره را تصادفی 
از این جعبه خارج کنیم، چقدر احتمال دارد:

 7

12
ب( این مهره سبز نباشد.   =4 1

12 3
الف( این مهره آبی باشد.

=8 2

12 3
ج( این مهره قرمز یا سبز باشد. 

  تمرین
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4ــ اگر تاسی را دو بار بیندازیم )یا دو تاسِ آبی و قرمز را با هم بیندازیم(، چقدر احتمال دارد: 
)n)s( = 36 ،بنامیم S اگر مجموعهٔ همهٔ حالت های ممکن را(

=6 1

36 6
9=     ب( دو عدد رو شده، مثل هم باشد. 1

36 4
الف( هر دو بار، عدد اوّل رو شود.

=6 1

36 6
د( مجموع دو عدد، ٧ باشد.  =4 1

36 9
ج( دو عدد رو شده، مضرب 3 باشد.
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عددهای حقیقی

غیاث الدین جمشید کاشانی زبردست ترین حسابدان، برجسته ترین ریاضی دان دورۀ اسلامی و از بزرگ ترین 
مفاخر تاریخ ایران به شمار می رود. کاشانی به روشی کاملاً خلاقانه و از طریق محاسبه و مقایسه محیط 

چند ضلعی های محاطی و محیطی توانست عدد π که عددی حقیقی و گنگ است را تا ١٦ رقم بعد از اعشار 
محاسبه کند که تا حدود ١٥٠ سال پس از وی کسی در جهان نتوانست با دقت بهتری آن را محاسبه کند. او در 

ابتدای رسالۀ محیطیه خود به زبانِ ریاضی به نام خدا را چنین بیان می کند:
» به نام او که از اندازۀ نسبتِ محیط دایره به قطرش آگاه است.«

»… وَ احَٰاطَ بِاٰ لدََیهِْمْ وَ احَْصیٰ کُلَّ شَیْءٍ عَدَدًا« 
»… و او )خداوند( به آنچه نزد آنهاست احاطه دارد و همه چیز را به عدد شمارش 

کرده است.«        )سورهٔ جن، آیهٔ 28(

2 صل
ف �
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نگاه کلی به فصل
نام  حقیقی،  اعداد  مجموعه  حقیقی،  اعداد  گنگ،  اعداد  با  دانش آموزان  فصل  این  در 
مجموعه های اعداد حقیقی و گنگ و مفهوم قدر مطلق آشنا می شوند. لازم به ذکر است که در سال 
آشنا شده اند ولی مجموعه ای که این اعداد در آن قرار دارند را  10 1 و  گذشته با اعدادی مانند  
́ Q/ یا QC/ می باشد و نام مجموعه  نام گذاری نکرده اند. در این فصل با نام این مجموعه که به صورت 

اعداد حقیقی که به صورت R می باشد آشنا می شوند.
با یادآوری مجموعهٔ اعداد طبیعی، اعداد صحیح و اعداد گویا پلی برای رسیدن به اعداد گنگ 
)اصم( و در نهایت مجموعه اعداد حقیقی ایجاد می شود و این پل توسط فعالیت های صفحه 19 و 21 
ساخته شده است. در فعالیت صفحه 21 نمایش اعشاری و تقریب اعشاری اعداد گویا مطرح می شود 
که پل ارتباطی برای رسیدن به اعداد حقیقی است و در فعالیت صفحه 24، عددهای گنگ یا اصم 
معرفی می شوند و در فعالیت بعدی نشان داده می شود که با وجود اینکه بین هر دو عدد گویا می توان 
بین هر دو عدد گویا وجود دارند که گویا  نیز  آورد ولی عددهایی  به دست  بی شمار عدد گویای دیگر 

نیستند پس تمام اعداد گویا را نمی توان به صورت یک خط بر روی محور نشان داد. 
به این مفهوم  در واقع هدف اصلی که در این فصل دنبال می شود آن است که دانش آموزان 
پی ببرند که مجموعه اعداد طبیعی و مجموعه اعداد صحیح را توانستیم به ترتیب به صورت }…,1,2,3{ 

و }…,2±,1±,0{ یعنی به صورت اعضا نمایش دهیم.
ولی با توجه به اینکه بین هر دو عدد گویا، عدد گویای دیگری وجود دارد نمی توانیم مجموعه 

نشان  می دهیم. مجموعه  aQ a,b, z,b
b

 = ∈ ≠ 
 

0 Q را به صورت اعضا نشان دهیم پس به صورت 

اعداد حقیقی را نمی توانیم به صورت نمادین یا بیان ریاضی نشان دهیم پس ناچاریم آن را روی محور و 
به صورت یک خط نمایش دهیم و از طرفی زیر مجموعه های R معمولاً به صورت پاره خط یا نیم خطی 

روی محور خواهند بود.
در این فصل محاسبات اعداد گویا کامل می شود و دانش  آموزان با تقریب اعشاری و نمایش 

اعشاری اعداد گویا آشنا می شوند و از آن برای مرتب کردن اعداد گویا استفاده خواهند کرد.
آشنایی با مفهوم هندسی قدر مطلق و تعریف جبری آن از اهداف دیگر این فصل می باشد. همان طور 

که می دانید معرفی این نماد به ما کمک می کند تا بتوانیم بعضی از مفاهیم را به درستی انتقال دهیم.
برای مثال برای اینکه برای دانش آموزان توضیح دهیم چرا علامت حاصل 2-=2+4- منفی 
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می شود خواهیم گفت: عدد 2 را از 4 کم می کنیم و علامت عددی که قدر مطلق آن بزرگ تر است را 
می گذاریم.

در کل در این فصل مانند فصول دیگر سعی می شود که دانش آموزان بتوانند عبارات فارسی را 
به زبان ریاضی  و برعکس بنویسند و بیان کنند.

نقشه مفهومی
فصل دوم

قدر مطلق عددمجموعه اعداد

 مجموعه اعداد حقیقیمجموعه اعداد گویا

محاسبه قدر مطلق 
یک عدد

تقریب اعشاری 
اعداد گنگ

تقریب اعشاری و نمایش 
محاسبات اعداد گویااعشاری اعداد گویا

  مفهوم جبری قدر مطلق 
عدد  

 مفهوم هندسی 
قدرمطلق عدد  

  اعداد گنگ

تصویر عنوانی
عدد π یک عدد حقیقی است که در محاسبه محیط و مساحت دایره به کار می رود. غیاث الدین 
جمشید کاشانی تا 16 رقم بعد از اعشار عدد π را به دست آورد. تاکنون تا بیش از یک میلیون رقم بعد 
از اعشار عدد π به کمک نرم افزارهای کامپیوتری به دست آمده است. البته برای محاسبات روزمره و 

محاسبه محیط و مساحت دایره تا دو رقم بعد از اعشار عدد π کافی است.

دانستنی هایی برای معلم

a قرار دارد. a c c
b b d d

+< <
+ a باشد  c

b d
< 1ــ اگر d,c,b,a اعداد حقیقی مثبت باشد و

a

b

a

b

c

d

1

مساحت =

مساحت =

شکل )1(شکل )٢(

c
d

c
d

1
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d تقسیم می کنیم )توجه کنید که 
b d+

b و
b d+

اکنون طول مستطیل شمارهٔ )1( را به دو قسمت

( در نتیجه به شکل زیر خواهیم رسید. b d
b d b d

+ =
+ +

1

می دانیم مساحت شکل )3( از مساحت شکل )1( بیشتر و از مساحت  شکل 2 کمتر است. 
a a c c
b b d d

+< <
+

a پس  a c c
b b d b d d

< + <
+ +

در نتیجه می توان نوشت 

2ــ عدد پی )π( سرگذشتی حداقل 3700 ساله دارد. π یکی از حروف یونانی است. اولین 
عدد  منتظم  ضلعی   96 با  او  شد  انجام  چند ضلعی ها  کمک  با  و  ارشمیدس  توسط   π عدد  محاسبه 
کمک  به  هفدهم  قرن  در  آلمانی  وان کولن  آورد.لودلف  به دست   10

3
71

و   10
3

70
کسر  دو  بین  را   π

32212254720 ضلعی منتظم مقدار π را تا 32 رقم بعد از اعشار محاسبه کرد. غیاث الدین جمشید 
کاشانی در کتاب رساله محیطیه π را تا 16 رقم پس از اعشار حساب کرده است.

یعنی می شود  محاسبه  دایره  قطر  به  دایره  محیط  تقسیم  محاسبه   π   از  حل  راه  ساده ترین 
و    محیط دایره                                                                           محاطی  منتظم  ضلعی   8 رسم  و  واحد  شعاع  به  دایره  کمک  به  می توانید  π    شما   =  _________

    قطر دایره 
محیطی دایره مقدار عددی π را تقریب بزنید.

3>π >3/4641

= مساحت 
c
d

d
b d

b
b d

a
b

a
b d
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 3/1058> π >3/215.اگر به جای 8 ضلعی منتظم از 12 ضلعی منتظم محیطی و محاطی استفاده کنیم
به جدول زیر توجه کنید.

شعاع دایره ها R=1 می باشد.

nمحیط n ضعلی منتظم محاطیمحیط n ضلعی منتظم محیطی

3/464136

3/21543/105812

3/15963/132624

3/14603/139348

3/14163/141496

از کسرهای زیر نیز می توان مقدار تقریبی عدد π را محاسبه کرد.

/π = + + + =
3 2

8 29 49
3 3 1416156

60 60 60

π × × × × × ×⋅⋅ ⋅=
× × × × × ×⋅⋅ ⋅

2 2 4 4 6 6

2 1 1 3 3 5 5

π = − + − + ⋅⋅ ⋅1 1 1
1

4 3 5 7

روز 14 مارس روز جهانی عدد π نام گذاری شده است زیرا مارس سومین ماه میلادی است.

سرچشمه  عددهای حقیقی
به فیثاغورث نسبت داده می شود، مهم ترین آن این است که از  از میان همهٔ دانش ریاضی که 
قضیه فیثاغورث چنین برمی آید که همه مقادیر را نمی توان با عدد صحیح بیان کرد. طول قطر مربع و 
مستطیل، ارتفاع مثلث متساوی الاضلاع، اضلاع مثلث قائم الزاویه نمونه هایی هستند که در اکثر مواقع 
8 خواهد شد.  عددی غیر صحیح خواهند بود. مثلاً اگر مربعی به ضلع 2 در نظر بگیریم طول قطر آن 
و… را عدد گنگ )اصم( می نامیم و مجموعه اعداد حقیقی  /1 5 و و10 3 و 2 اعدادی مانند 

 R=Q  Q´ از اجتماع اعداد اصم و اعداد گویا به دست می آید یعنی



26

مسیرهایی برای توسعه
 π عـدد  مـحاسبه  بـرای  بخواهید روش هـایی  دانش آموزان  از  1ــ 
سوزن  توسط  و  کنند  رسم  دایره  یک  می توانند  آنها  مثلاً  آورند.  به دست 
ته گرد داخل آن یک چند ضلعی محاط کنند در واقع نخ ها را دور سوزن ها 
بچرخانند. سپس به کمک محیط چند ضلعی که به راحتی قابل اندازه گیری 

R بدیهی 
R

ππ = 2

2
است و تقسیم این محیط بر قطر دایره مقداری تقریبی برای عدد π به دست آورند. 

است که هر چه تعداد ضلع های چند ضلعی بیشتر باشد محیط چند ضلعی به محیط دایره نزدیک خواهد 
بود و تقریب بهتری از π به  دست خواهد آمد.

c می باشد. از دانش آموزان  a c c
b b d d

+< <
+

a باشد نشان دهند که  c
b d

< 2ــ اگر a, b, c, d  <0 و 
بخواهید اثباتی برای این نامساوی ارائه دهند.

3ــ از دانش آموزان بپرسید چرا 14 مارس را روز جهانی عدد π نامیده اند؟

استفاده از ابزار فناورانه
1ــ دانش آموزان می توانند از ماشین حساب برای نمایش اعشاری اعداد گویا و تقریب اعشاری 

جذر عددها استفاده کنند.
2ــ شما می توانید از سایت www.teamboard.com با توجه به مسیر

 Teamboard نرم افزار www.teamboard.com /software /Team board-draw 60 
)را با توجه به windows set up کامپیوترتان( را نصب کنید و از آن در کلاس استفاده نمایید.

معرفی منابع برای معلمان
مدرسه،  انتشارات  عبادیان،  نعمت  مترجم  سرژلانگ،  مؤلف  دانش آموز،  با  ریاضی  بحث   

صفحه 7 تا 36. 
 اثبات بدون کلام، تألیف راجرب.نلسِن، مترجم سپیده چمن آوا، انتشارات مدرسه، صفحه 52.

 عدد، نوشته آیزاک آسیموف، ترجمه ایرج جهانشاهی، انتشارات فاطمی.
نشر  انتشارات  ممقانی،  محمد جلوداری  ترجمه  اولدز،  د.  کارل  نوشته  مسلسل،  کسرهای   

دانشگاهی تهران.
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نشر  انتشارات  عمیدی،  علی  ترجمه  ج.دیویس،  فیلیپ  نوشته  بزرگ،  اعداد  دانستنی های   
دانشگاهی تهران.

نشر  انتشارات  اخلاقی نیا،  غلامحسین  ترجمه  نیون،  ایوان  نوشته  گنگ،  و  گویا  اعداد:   
دانشگاهی تهران.

 نا مساوی ها، نوشته پاول پترویچ کارولین، ترجمه پرویز شهریاری، انتشارات خوارزمی.
نشر  انتشارات  وصال،  منوچهر  تـرجمه  اور،  لویستن  نوشته  اعداد،  نظریه  از  گزیده هایی   

دانشگاهی تهران.
 سیری در عددهای طبیعی، تألیف جلیل الله قراگزلو، انتشارات فاطمی.

نمونه  سؤال های ارزشیابی

10− را به دست آورید.

9
7 و 

22
7 و 

10
1ــ نمایش اعشاری اعداد 

3 وجود دارد؟ 7 و تقریب اعشاری 

22
2ــ چه تفاوتی بین نمایش اعشاری عدد 

15 به دست آورید.

14
13 و 

12
3ــ سه کسر بین 

4ــ 5 عدد گنگ بین 2 و 3 به دست آورید.
a>  a2>  a3… باشد a  <1  و اگر a0<  a2<  a3<  a4<… 0باشد> a > 1 5ــ با چند مثال نشان دهید که اگر

6ــ کسرهای زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.
7

9
و − 3

5
− و2و 4

9
8 و

11
و  1

2
5  

باشد حاصل عبارات زیر را به دست آورید. c = − 1
2

8
b و  = − 3

4
a و = − 1

2
7ــ اگر

1(|2a-b+c|                                        2(|a+b|-|b-c|+|a+c|                              
8 ــ حاصل عبارات زیر را بدون استفاده از قدر مطلق بنویسید.

1( −2 7                        2( − −6 3                    3( −3 3 5                
9ــ اگر a  >0 وb  >0 و c  <0 باشد حاصل عبارات زیر را بدون استفاده از نماد قدر مطلق بنویسید.

1(|a +b|+|ac|                                                    2(|ab|+ |ac|                             
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10ــ عبارات زیر را ساده کنید.

1( ( )− 2259
                 2( 2189            3( ( )− 21 5                 4( ( )− 27 2

11ــ حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

1( ( ) ( )+ ÷ −1 1 1
2 3 1

5 2 4
                    2(

+ − −
÷

− − +

3 3
1 1

4 4
3 3

1 1
4 4

               3( − × +5 1 4 1

6 2 9 3  
  

12ــ آیا جمع دو عدد گنگ حتماً گنگ است؟
13ــ زیر اعداد گویا خط بکشید؟

/ , / , / ,−0 5 0 123 0 4040040004   
2+ بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار دارد؟ 7 14ــ عدد 

بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار دارد؟ − +4 2 15ــ عدد 
16ــ در  + |7-|  ≤  |2-7-| چه اعدادی می توان در مربع قرار داد تا نامساوی درست باشد. 

سه عدد مثال بزنید.
17ــ در تساوی  *  =|3*4-| چه اعدادی می توان در مربع قرار  داد تا تساوی درست 

باشد؟ سه جفت عدد مثال بزنید.
، چهار عدد گویا بنویسید. 3 و  2 18ــ بین

19ــ حاصل کسر زیر را به دست آورید.

− + −7 3 1
10 20 120

8 4 6

است؟ چرا؟ − + 1
4

5
مساوی  − 1

4
5

20ــ آیا

است؟ چرا؟ − − 1
2

3
− مساوی  1

2
3

21ــ آیا 
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اهداف
ــ یادآوری و مرور این مطلب که بین دو عدد گویا همیشه می توان بی شمار عدد 

گویا به دست آورد.
ــ ایجاد پل ارتباطی بین اعداد گویا و اعداد حقیقی و لزوم به وجود آمدن اعداد 

حقیقی
نیز  آنها  تا  به صورت تصویری است  آنها  یادگیری  به دانش آموزانی که  ــ توجه 

بتوانند زیر ساخت   شناختی خویش را کامل کنند.
ــ استفاده از نمایش اعشاری اعداد برای مرتب کردن آنها از کوچک به بزرگ 

یا برعکس 
ــ آشنایی با مفهوم عدد اعشاری مختوم و متناوب

ــ توجه دانش آموزان به تخمین عدد اعشاری توسط ماشین حساب در ماشین 
حساب های مختلف

ــ کامل کردن محاسبات با اعداد گویا
ابزار مورد نیاز:

1ــ محور اعداد
2ــ ماشین حساب

3ــ نرم افزار معرفی شده

روش تدریس
شما می توانید مجموعه اعداد طبیعی، مجموعه اعداد حسابی و مجموعه اعداد صحیح را روی 
مجموعه هایی است و یا عدد  بگویند 4- متعلق به چه  تخته بنویسید و از دانش آموزان بخواهید مثلاً 
7 متعلق به چه مجموعه هایی است و یا از دانش آموزان بخواهید عددی مثال بزنند که متعلق به هر سه 

مجموعه باشد و یا فقط در Z باشد.
سپس قسمت )1( فعالیت صفحه 19 را از دانش آموزان بخواهید که انجام دهند.

در این فعالیت به نامساوی x ≤3 توجه شده است که دانش آموزان با قراردادن اعداد 1 و 2و 
3و4و5 درستی یا نادرستی عبارت را تحقیق می کنند.

درست 5≥4         درست 3≥3          نادرست 3≥2        نادرست 3>1

 درس اوّل: عددهای گویا
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در این فعالیت عبارت بر روی نابرابری  3≥3 تأکید شده است که:
نامساوی درستی است. دانش آموزان درستی این عبارت را از ردیف )1( جدول مربوط به این 

فعالیت می توانند متوجه شوند.
در قسمت )2( این فعالیت دانش آموزان به روش جبری و به روش هندسی، به این مفهوم پی می برند 
که بین هر دو عدد گویا می توان اعداد گویای بی شماری به دست آورد. پس با توجه به این واقعیت نمی توان 

 
 

a a,b z,b
b

 ∈ ≠ 
 

0 مجموعه اعداد گویا را به صورت اعضا مانند Z     /W    N  نمایش داد پس به روش 

نمایش می دهیم. )در واقع در فعالیت های بعدی دانش آموزان به این درک خواهند رسید که R )مجموعه 
اعداد حقیقی( را به روش اعداد گویا هم نمی توان نمایش داد پس آن را روی محور نمایش می دهیم. 

در فعالیت صفحه 20 دانش آموزان می خواهند تعدادی اعداد گویا را از کوچک به بزرگ و 
یا برعکس مرتب کنند. روش محور روش خوبی است امّا چون مخرج کسرها با هم متفاوت است اگر 
که   5

6
3 و 

5
تعداد این اعداد زیاد شوند بسیار وقت گیر و گاهی غیر ممکن می شود. پس برای دو کسر 

5  کوچک تر است امّا در روش مجید بقیه 

6
3 از 

5
روی محور نشان داده شده اند مشخص است که  

کسرها را با تقسیم صورت به مخرج تبدیل به یک عدد اعشاری می کنیم و در روش مرتضی مخرج ها را 
یکسان می کنیم. در هر دو روش می توانیم کسرها را به ترتیب از کوچک به بزرگ مرتب کنیم.

 1

3
وقتی دانش آموزان صورت کسر را بر مخرج آن تقسیم می کنند، بعضی از این اعداد مانند 

2=/ متفاوت است. در اینجا دانش آموزان 
0 4

5
به صورت 0/333333خواهند بود که با نمایش مثلاً 

با این اعداد، آشنا می شوند.

توصیه های آموزشی
1ــ  از آنجا که بعضی از دانش آموزان یادگیری بصری دارند به آنها فرصت دهید از روی محور 

عدد بین دو عدد گویا را به دست آورند.
2ــ برای تدریس این قسمت دانش آموزان نیاز به ماشین حساب دارند پس آوردن ماشین حساب 

را در جلسه قبل یادآوری کنید.
3ــ روی درست بودن عبارت 2≤2  و 4≥4 به اندازه کافی تأکید کنید.

4ــ دانش آموزان باید بدانند چگونه واحدهای روی محور را به دو قسمت، سه قسمت و … 
تقسیم کنند. پس لازم است قبل از شروع فعالیت این مطلب یادآوری شود.
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 W از روی Z و N از روی W 5ــ توجه دانش آموزان را به این مطلب جلب کنید که چگونه
ساخته شده است.

6ــ اجازه دهید دانش آموزان درباره روش های مختلف گفته شده در فعالیت با هم بحث کنند، 
دنبال بهترین راه حل نباشید.

اشتباهات رایج
1ــ دانش آموزان نامساوی 3≤3 را غلط فرض می کنند در صورتی که درست است.

2ــ دانش آموزان 2/875 را از 2/9 بزرگ تر می بینند.
 − − = −2 2

1 1
3 3

− می گیرند در صورتی که 2
1

3
− را مساوی + 2

1
3

3ــ دانش آموزان در محاسبه 
می باشد.

− ابتدا ضرب را انجام می دهند و بعضی  + ÷ × +2 7 5 1
2

3 5 14 3
4ــ دانش آموزان در محاسبه 

− را محاسبه می کنند. +2 7

3 5
از آنها ابتدا 

− می گیرند. در اینجا لازم است تأکید شود که هر چه  1

3
− را بزرگ تر از  2

3
5ــ دانش آموزان 

عدد سمت راست محور باشد بزرگ تر است.
6ــ دانش آموزان وقتی می خواهند واحد را به 5 قسمت مساوی تقسیم کنند با گذاشتن 5 نقطه 

در واقع آن را به 6 قسمت تقسیم می کنند.
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اهداف
, … به کمک ماشین حساب و توجه  5  , 3  , 2 ــ پیدا کردن مقدار تقریبی 
به اینکه ماشین حساب های مختلف به دلیل اینکه بعضی 8 خانه، بعضی 9 خانه و… برای 
نمایش عدد دارند ممکن است در رقم آخر نمایش اعشاری با هم تفاوت داشته باشند )به 

دلیل گرد کردن (
1/  به عنوان عدد اصم  5  , 10  , 2  ـشناختن اعدادی مانند  ـ

QC و یا Q ́ ــ نام گذاری اعداد اصم به صورت 
ــ اعدادی مانند 0/0100100010000 با داشتن نظم، مشخص امّا گویا نیستند 

بلکه اصم هستند.
ــ عدد π اصم است.

R=Q  Q´ نشان می دهیم و R ــ مجموعه اعداد حقیقی را با
ــ اینکه بین هر دو عدد اصم بی شمار عدد اصم وجود دارد.

}x|x>5{ ــ آشنایی با بعضی از زیرمجموعه های اعداد حقیقی به عنوان مثال
ــ دانش آموزان تفاوت دو مجموعه }x∋N|x>5{ و }x∋R|x>5{را بدانند.

ابزار مورد نیاز:
1ــ ماشین حساب
2ــ محور اعداد

3ــ نرم افزار معرفی شده

روش تدریس
اعداد حقیقی  و مجموعه  اعداد حقیقی  نتیجه  در  و  اعداد اصم  این درس شناخت  کلی  هدف 
2 را به کمک ماشین حساب  می باشد. برای این منظور در فعالیت  صفحه 24 دانش آموزان عددی مانند 
مانند  نمایش اعشاری اعدادی  با  تفاوت آن را  این عدد،  به قسمت اعشاری  با توجه  تقریب می زنند و 
7 متوجه می شوند. در ضمن ممکن است در هنگام استفاده از ماشین حساب برای محاسبه 

6
1 و 

11
با این موضوع روبه رو شوند که رقم آخری که ماشین حساب نشان می دهد برای   2 تقریب اعشاری
دانش آموزان مختلف در کلاس یکسان نباشد در اینجا دانش آموزان کشف می کنند رقم آخر با توجه به 

 درس دوم: عددهای حقیقی
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با رقم  2 قانون گرد کردن اعداد نوشته می شود. مثلاً در ماشین حساب 8 رقمی/، رقم آخر مقدار تقریبی 
مشابه در ماشین حساب 12 رقمی تفاوت دارد زیرا در واقع در عدد 62  1/41421356 به دلیل وجود 6 

که از 5 بزرگ تر است عدد 5 به 6 تبدیل شده است.
 Q´ در این فعالیت اعداد گنگ معرفی می شود و مجموعه ای که این اعداد در آن قرار دارند را

و یا QC می نامیم. در این فعالیت عدد π نیز به عنوان عدد گنگ معرفی می شود.
نمایش سمبولیک برای مجموعه های N و Z و Q و´Q ارائه 
شده است و جمع بندی مناسبی از این مجموعه در ذهن دانش آموزان 

شکل خواهد گرفت.
با انجام فعالیت صفحه 25 طبق مراحل ذکر شده، دانش آموزان به طور انتزاعی پاره خطی را در 
ذهن می آورند که داخل آن سوراخ هایی قرار دارند که نمی گذارند پاره خط مورد نظر شکل واقعی خود 

را بیابد و این اعدادی که مانع از تشکیل این پاره خط هستند اعداد گنگ یا اصم هستند.
 ،Nبا انجام این فعالیت باید این روند در ذهن دانش آموزان شکل بگیرد که ما به کمک مجموعه
, … وجود دارند  3 2 و  Z را و به کمک مجموعه Q ، Z را ساختیم ولی اعدادی مانند  مجموعه 

که در Q نیستند و مجموعه جدیدی را تشکیل می دهند که باعث خلق مجموعه R می شود.
با انجام کار در کلاس صفحه 26، دانش آموزان متوجه می شوند که بین هر دو عدد گنگ نیز 
می توان بی شمار عدد گنگ به دست آورد و بین هر دو عدد گویا نیز بی شمار عدد گنگ وجود دارد. 

برای مثال :  

 1( ) / /< < < < < <1 5 5 2 6 7 8 8 10  

2( , /= = ⇒ < < < <2 4 3 9 4 4 8 5 9

 2≥  x  ≥  3 ٔدر تمرین 3 کار در کلاس روی این موضوع تأکید می شود که اعداد گویا که در رابطه
صدق می کنند یک پاره خط را نمایش نمی دهد چون اعداد گنگ بین آنها این اجازه را نخواهند داد 

که این پاره خط تشکیل شود.
 { }x R x∈ < 3 در فعالیت شماره  3 صفحه 27 بعضی از زیر مجموعه های مجموعه R به صورت 

}روی محور نمایش داده شده اند. }x x x∈ − < ≤1 4 یا 
در تمرین 3 کار در کلاس صفحه 27، به یک بدفهمی دانش آموزان توجه شده است که آنها 

Q
Z

N

Q′

=
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}فقط اعداد 1- و 0 و 1 و 2 و … در نظر نگیرند. }x R x∈ > −2 مجموعه

توصیه های آموزشی 
آنها  به  نیاز دارند. در جلسه قبل  به ماشین حساب  این درس دانش آموزان  برای تدریس  1ــ 

یادآوری کنید با خود ماشین حسابی را بیاورند که بتواند جذر اعداد را محاسبه کنند.
, ، … را روی  3 2 و  2ــ قبل از شروع درس رابطه فیثاغورث و نمایش اعدادی مانند 

محور یادآوری کنید.
3ــ از دانش آموزان به طور شفاهی بخواهید عددی بزرگ تر از مثلاً 5 بگویند آیا پاسخ خواهند 
داد 6 و 7 و … قانع نشوید از آنها بخواهید غیر از این مدل عددها، عددهای دیگر را معرفی کنند. مثلاً 

5/2 و 5/001 و … 
70 را  15 و  و 10 2 و  4ــ از دانش آموزان بخواهید به طور ذهنی مقدار تقریبی مثلاً 

7 می شود 2 و خرده ای. بگویند مثلاً بگویند 
15  و…  را بین  و 10 5ــ بعد از فعالیت فوق از آنها بخواهید به طور ذهنی عددهایی مانند 

دو عدد صحیح متوالی قرار دهند. دانش آموزان را در انجام این فعالیت درگیر کنید.
به  پایان فعالیت به کمک بچه ها، عددی را بگویید و از آنها بخواهید بگویند این عدد  6ــ در 

کدام یک از مجموعه های خوانده شده تعلق دارد مثلاً  6- متعلق به Z و Q و R می باشد.
7ــ وقتی فعالیت های کتاب را انجام دادید در پایان یک بار روند به وجود آمدن R را در کلاس 

مرور کنید.
8 ــ به دانش آموزان فرصت دهید آموخته های خود را سازماندهی کنند.

اشتباهات رایج
به اعداد طبیعی 6 و7و8 و9  بین مثلاً 5 و 10، دانش آموزان فقط  1ــ وقتی می گوییم اعداد 
اشاره می کنند. باید در فواصل درس تأکید کنیم مثلاً 5/2 و 7/9 و 5/0001 نیز اعدادی بین دو عدد 

5 و 10 می باشند.
تناوب  وجود  معنای  به  را   0/202002000200 مانند  اعدادی  در  نظم  دانش آموزان  2ــ 

می گیرند در صورتی که این عدد گنگ است و گویا نیست.
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5 کلاً عدد نیست.

0
5 عدد حقیقی نیست و در واقع 

0
3ــ 

 همان صفر است.
0

5 4ــ 
مجموعه  کنیم  تأکید  می گیرند.  }6و5و4و3{  مساوی  را   }x|2>x>7{ دانش آموزان  5ــ 
  نمایش 

2 ٧
}x|2>x>7{ را می توان روی محور به صورت  
داد و توسط اعضا نمی توانیم آن را نمایش دهیم.
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اهداف 
ــ شناخت علامت قدرمطلق

ــ تغییر هندسی قدرمطلق
ــ بیان مفهوم جبری قدرمطلق
ــ محاسبه قدرمطلق یک عدد

A A ــ کاربرد قدرمطلق در محاسبه عباراتی مانند 
ــ دانش آموزان بتوانند عبارات فارسی را به ریاضی و برعکس بنویسند. 

ابزار مورد نیاز: 
1ــ محور اعداد 

2ــ نرم افزار معرفی شده 

روش تدریس 
در فعالیت صفحه 29، دانش آموزان فاصله دو نقطه A و B که نسبت به مبدأ مختصات قرینه 
هستند را مساوی 2 به دست می آورند و برعکس دو نقطه به دست می آورند که فاصله آنها تا مبدأ مساوی 
مثلاً 2 واحد می باشد. پس دانش آموز می تواند عبارت |2| را به دو صورت بخواند، قدرمطلق 2 و یا 
فاصله 2 از مبدأ و عبارت |2-| را نیز می تواند به دو صورت بخواند قدر مطلق 2- و یا فاصله 2- از 
مبدأ را که در هر دو حالت داریم 2 = |2-| = |2|. با چند مثال نشان می دهیم که 5 = |5| و 5 = |5-| 
به دست آوردن جواب |5-| گفته نشود که علامت 5- حذف  برای  چیزی که مهم است آن است که 
می شود بلکه گفته شود که )5-( را قرینه می کنیم. و این به بیان جبری قدر مطلق کمک کرد. با تمرین 

کافی در این قسمت به دانش آموزان فرصت دهیم که خود به بیان جبری قدرمطلق پی ببرند. 
a = 0 ⇒ |a| = 0  
a < 0 ⇒ |a| = a    خود عدد     

    a > 0 ⇒ |a| = -a   قرینه عدد  
تأکید می کنیم که در واقع a- عددی مثبت است چون a منفی است.

در کار در کلاس صفحه 30 تمرین 1، دانش آموزان جملات فارسی را به مفهوم معادل آن به 
زبان ریاضی وصل می کنند یعنی )1( به د، )2( به الف، )3( به ب، )4( به ج و )5( به هـ وصل خواهد شد. 

در تمرین 2 کار در کلاس صفحه 30؛ الف به 2،ب به 3 و ج به 1 وصل می شود. 

 درس سوم: قدر مطلق و محاسبۀ تقریبی
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در تمرین 3 کار در کلاس صفحه 30؛ الف به 2، ب به 3، ج به 1 و د به 4 وصل می شود. 
در تمرین 4 کار در کلاس صفحه 30؛ دانش آموزان می توانند مثال های زیر را مطرح کنند. 

1(  |ab| = |a| |b|  
|-3 * 7| = |-21| = 21  
|-3 * 7| = |-3| * |7| = 3 * 7 = 21  
 2(  |a + b| ≥ |a| + |b|  
|-4 +9| ≤  |-4| + |9|  
 ≤ +5 4 9  

داخل  مقدار  منفی بودن  یا  مثبت  به  راجع  دانش آموزان  اعداد  این  تقریبی  مقدار  به  توجه  با 
رادیکال قضاوت خواهند کرد و با توجه به تعریف جبری قدرمطلق حاصل عبارت را بدون استفاده از 

نماد قدر مطلق خواهند نوشت. 
که  کرد  توجه خواهند  نکته  این  به  دانش آموزان  فعالیت  انجام  از  بعد  فعالیت صفحه 31،  در 

A را استفاده کنند.  A=2 A خواهد شد و همیشه نمی توانند  A=2 حاصل عبارت 
در شروع فعالیت اعداد کوچک هستند و دانش آموزان آن را به توان 2 می رسانند ولی در ادامه 
فعالیت از اعداد بزرگ استفاده شده است که به توان 2 رساندن آنها برای دانش آموزان سخت است 
و آنها دنبال راه چاره گشته، متوجه می شوند که این اعداد باید به صورت مثبت از زیر رادیکال خارج 

شوند، که همان مفهوم قدر مطلق است. پس:                                     منفی
( ) | | ( )− = − = − − = − +21 3 1 3 1 3 1 3  

در کار در کلاس صفحه 32، چون 0/25 از 0/26 بزرگ تر است پس حاصل 0/26 - 0/25 
مثبت است. پس: 

|0/25 - 0/26| = 0/25 - 0/26  
|73 - 74| = -)73 - 74( = 74 - 73 و 74 از 73 بزرگ تر است و  
در تمرین 3 به جای  می توان اعدادی مانند 8- و 2 و 0 و 5 و 2- و … را قرار داد. 

و یا   + 1 > |12 - 5| 
 7 < 1 +  
در تمرین 5 اگر به جای a اعداد منفی قرار دهیم به یک عبارت نادرست تبدیل می شود. 

( )− ≠ −28 8  



38

توصیه های آموزشی 
1ــ برای محاسبه حاصل |4-| به هیچ وجه نگویید علامت منفی حذف می شود بلکه بگویید قرینه 

4- می شود 4 یعنی: 4= )4-(- = |4-| و یا از مفهوم فاصله استفاده کنید. 
− از دانش آموزان بخواهید با ذکر دلیل  +1 2 1− و یا  5 2ــ برای محاسبه عبارتی مانند 

توضیح دهند حاصل این عبارت چه خواهد شد. 
برای  مفهوم  این  زیرا  کنید  خودداری  سخت تر  مطالب  به  مطلق  قدر  مفهوم  گسترش  از  3ــ 

دانش آموزان بسیار جدید و انتزاعی است. 

اشتباهات رایج
 a | a |=2 a می نویسند در صورتی که باید بنویسند  a=2 1ــ دانش آموزان 

) می نویسند در صورتی که باید بنویسند )− = −2300 2ــ دانش آموزان 300
( )− =2300 300  

3ــ اگر برای محاسبه مقدار |5-| گفته شود علامت منفی را حذف می کنیم دانش آموزان در 
 +1 7 1− علامت منفی را حذف می کنند و می نویسند  7 محاسبه حاصل 

 a ≤0 فقط یک عدد است اگر |a| که غلط است زیرا جواب |a| = ± a 4ــ دانش آموزان می نویسند
 .|a| = -a باشد a > 0 و اگر |a| = a باشد
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1ــ پس از محاسبهٔ هر قسمت، کسر حاصل را تا حد امکان ساده کنید:

+ =3 5
1

2 2          
− + = −3 1

1
4 4           

−− = =5 1 20 3 17

6 8 24 24  

  ÷ = ÷ = × = =5 1 5 5 5 2 2 1
2

6 2 6 2 6 5 6 3 2ــ حاصل عبارت های زیر را به دست آورید. 

( ) ( )− + ÷ − − =5 1 1
2 3 1

6 2 9
 

− +− +
÷ = ÷− −− −

1 3 4 2 3
1 1 162 4 45
5 3 1 10 15 103 3
10 4 2 20

 

 ( ) ( )− − −= + ÷17 7 9 1

6 2 9   
( ) ( ) ( )− += ÷ − = × − = −

32

2 5

17 21 10 4 9 3

6 9 6 10 5   = × = − × = −−

5
3 5 3 54

15 16 3 16 16
20

−− + ÷ × + =1 5 7 7 2

2 6 3 5 3  − − + = − − +1 1 7 5 10 55
2 3 4

2 3 12 2 3 12  
−

−= − + × × + = − − +
1 1

2

1 5 3 7 2 1 1 2
2 6 7 5 3 2 2 3   

− − + −= = = − = −30 40 55 15 5 1
1

12 12 4 4  

      

− − += = − = −3 3 4 2 1

6 6 3
  

  تمرین

2حل تمرین های صل
ف �
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( )−− ÷ ÷5 7 6
2

6 8 5  = = = = −
− − − − − + −

− − −

1 1 1 1
4

1 1 3 1
1 1 1

1 4 4 41
3 3

 

( ) ( )= − ÷ × − = − ÷ −
1

3

5 7 2 5 5 7 5

6 8 1 6 6 8 3   
− += − × = + = =5 7 3 5 21 100 63 163

6 8 5 6 40 120 120
  

3ــ عددهای زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید:

7 )الف

8
, − 2

3
 , 3

4
 , 2 , − 5

3
6

16 )ب                 

7
, − 3

4
,  2/75 , − 5

6
,
 

3
4

5
 , 56

13
 

 − < − < < <5 2 3 7
3 2

6 3 4 8  
/− < − < < < <5 3 16 56 3

2 75 4
6 4 7 13 5

4ــ بین هر دو کسر، سه کسر بنویسید.
                    

 )الف
 

10

11
 , 12

13
)ب                                       

 
 0 , ?− → − < <1 1 0

3 3 3
 

   
?< <10 12

11 13                      
?− < <4 0

12 12        

   
? ?< < → < <130 132 260 264

143 143 286 286  
, ,→ − − −3 2 1

12 12 12   

 
, ,261 262 263

286 286 286        
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1ــ با توجه به مجموعه های داده شده، سایر سطرها را مانند سطر اوّل کامل کنید:

6

2
-100/292292229....− 3

4
π01

2
/3 2

مجموعهٔ 
اعداد

***** **طبیعی N
******حسابی W
*****صحیح Z
*** گویا Q
*****گنگ Q′
حقیقی R

2ــ در هر یک از حالت های الف و ب تفاوت دو مجموعه را با ذکر دلیل بنویسید: 
    }A = }x ∋ R | 1/5 > x > 5 {   ,    B = }x ∋ Q | 1/5 > x > 5  )الف

مجموعه A شامل تمام اعداد حقیقی بین 1/5 و 5 است درحالی که مجموعه B شامل تمام اعداد 
گویا بین 1/5 و 5 است.

}C = }4,5,6,7,8{           ,                D = }x ∋ R | 3 > x > 9 )ب  
مجموعه C اعداد حقیقی بین 3 و 9 است درحالی که مجموعه D تمام اعداد حقیقی بین 3 و 9 است.

3ــ طرف دوم تساوی های زیر را کامل کنید:
1(  N   Z =  Z         2( R - Q′= Q          3( Z ∩ N = N                4( R ∩ Q′ = Q′  

5 +1 بین کدام دو عدد صحیح متوالی قرار دارد؟ 3 و 4 4ــ عدد
5ــ بین هر دو عدد، چهار عدد گنگ بنویسید:    

, )د         /2 4 3, )ج                        1 6  5 و 2- )الف            7 و 6 )ب             

   , , , , , ,2 1 2 5 3 3 5      , , ,5 6 7 8      =6 36            =5 25

 =7 49         − =2 0 4    
                        , , ,37 38 39 40      , , , −21 17           

                     , , ,37 38 39 40      , , , −21 17 5 3           
                        

 

       

                                

  تمرین
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6ــ عبارات درست را با  و عبارات نادرست را با × مشخص کنید. برای عبارات درست 
مثال بزنید. 

6

2
 1( عددی وجود دارد که صحیح و گویا باشد.    

 2( عددی وجود دارد که گویا و گنگ باشد. 

2  3( عددی وجود دارد که حقیقی و گنگ باشد.    

 4( عددی وجود دارد که حقیقی و طبیعی باشد.  3
 

3 چه تفاوتی هست؟ 

11
10 و عدد  7ــ در نمایش اعشاری عدد 

/10 3 16227766  10 به دلیل نداشتن دوره تناوب گنگ بوده ولی  

 /=3
0 27

11
3 متناوب بوده و عددی گویا است  

11

  تمرین

c باشد، حاصل عبارت زیر را به دست آورید: = 1
2

2
, b = − 1

4
, a  =0/25  1ــ اگر   

|a+b |  + 2|a-b  -c|  

/ ( / ) / ( / ) / / /+ − + − − − = − = − = × =
0

0 25 0 25 20 25 0 25 2 5 20 5 2 5 2 2 2 2 4  
2ــ حاصل عبارات زیر را بدون استفاده از قدرمطلق بنویسید:

| )الف |−3 5 | )ب        |−7 5 3 | )ج       |+ =0 5 5       
( )= − −3 5           ( )= − −7 5 3  

= 3 5                  = − +7 5 3  
3ــ جای خالی را با عدد مناسب پر، و جواب هایتان را در کلاس با سایر دوستانتان مقایسه کنید:

7هر عدد کوچک تر از 6 صحیح است. 
                     5                                                                                                 

   |5-12| < 1 +  
4ــ مقدار عددی عبارت a|+a| را به ازای a=0 ، a=-2  و a=2 به دست آورید. آیا می توانید 
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عددی حقیقی به جای a قرار دهید که حاصل a|+a| منفی باشد؟     خیر
a  =  -2  → |a| +  a  =  |-2| +  )-2(  =0  
a  =  0 → |a| +  a  =  |0| +  0=0  
a  =  2  → |a| +  a  =  |2| + 2 = 4  

a را نشان دهید. a=2 5  ــ با ارائه یک مثال، نادرست بودن تساوی 

( )− = − = + ≠ −27 7 7 7  

( )− =22 1   ( )− 21 10 6  ــ حاصل عبارات زیر را به دست آورید:   
 

 
( )− = − = −22 1 2 1 2 1  

( ) ( )− = − = − − = − +21 10 1 10 1 10 1 10
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3 صل
ف � استدلال و  اثبات در هندسه

بارش برف از آسمان، رحمت الهی را با خود به زمین می آورد و در عین حال نماد زیبایی زمستان است. اما 
شاید جالب باشد بدانید که این دانه های زیبای متقارن که اغلب شش شاخه هستند، علی رغم آنکه میلیاردها 

دانه اند، امّا هر کدام شکل منحصر به خود را دارند و هیچ دو تایی از آنها »همنهشت« نیستند!

ادُعُ الِیٰ سَبیلِ رَبّـِکَ بِالحِکمَةِ وَ المَوعِظَةِ الحَسَنَةِ وَ جادِلهُم بِالَّتی هِیَ احَسَنُ …

با حکمت و اندرز نیکو به راه پروردگارت دعوت نما و با آنها به نیکوترین روش استدلال و 

مناظره کن!  )سورهٔ نحل، آیهٔ 125(
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نگاه کلی به فصل 
میان  ایده ها، کشف روابط  برای درک  به کارگیری مهارت های غنی ریاضی  با  تفکر ریاضی  ــ 
ایده ها، به دست آوردن یا حمایت از نتایج دربارهٔ ایده ها و روابط شان و حل مسائلی که با ایده ها سروکار 
دارند، شکل می گیرد. استدلال ریاضی بخشی از فرایند ریاضی است. این فصل شامل پنج درس می باشد 
که در دو درس اول، دانش آموز با استدلال، اثبات و نیز برخی مفاهیم مانند تعمیم که در استدلال ها به کار 
می روند آشنا می شود. در درس های سوم و چهارم، همنهشتی مثلث ها و تسلط نسبی بر حل مسائل آن و 
نوشتن منظم برخی اثبات ها با نمادهای ریاضی مدنظر می باشد و نیز با برخی مطالب که در حل مسائل او را 

یاری می نماید آشنا خواهد شد و در درس آخر این فصل با مفهوم تشابه آشنا می شود. 

نقشه مفهومی 

استدلال

کاربرد استدلال

تعمیماثبات

 اثبات کلامیاثبات نمادین

شکل های متشابه

  کاربرد تشابه 

همنهشتی مثلث ها

حالت های مفهوم همنهشتی
همنهشتی

دو ضلع و زاویه بین

دو زاویه و ضلع بین

وتر و یک ضلع در مثلث های قائم الزاویه

وتر و یک زاویه حاده در مثلث قائم الزاویه

انواع استدلال

  مثال نقضشهوداستنتاجاستقراء

 سه ضلع

مفهوم تشابه

لزوم استدلال
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دانستنی هایی برای معلم 
استدلال ریاضی قسمتی از تفکر ریاضی است که با تشکیل تعمیم ها و به دست آوردن نتایج معتبر 
دربارهٔ ایده ها و چگونگی ارتباط آنها درگیر است. دو نوع مهم استدلال ریاضی، استدلال استقرایی و 

استدلال استنتاجی است. 
شواهد  که  صورتی  در  است  )استنتاجی(  مدللّ  استدلالی  ریاضی،  اثبات  یک  پولیا:  بینش 
آماری  به موقعیت( یک وکیل دادگستری، شواهد  )مربوط  استقرایی یک فیزیکدان، شواهد محیطی 
یک اقتصاددان، متعلق به استدلال محتمل را دارا باشد. استدلال استقرایی حالت خاصی ازاستدلال 

محتمل است. 
با وجود اینکه پولیا استدلال تمثیلی و استدلال استقرایی را به عنوان حالت های خاص استدلال 
محتمل و استدلال نسبی )نسبی، مشابهتی( را به عنوان یک حالت از استدلال تمثیلی محسوب می کند، 

ما به طور مقدماتی و ابتدایی با استدلال استنتاجی و استدلال استقرایی سروکار خواهیم داشت. 
استدلال استقرایی: یک فرایند استدلال ریاضی است که اطلاعات دربارهٔ بعضی از اعضای 
یک مجموعه را به کار می گیرد تا یک تعمیم در مورد اعضای دیگر یا همهٔ اعضای آن مجموعه بسازد. 
استدلال استنتاجی: یک فرایند استدلال ریاضی است که الگوهای استنتاج به کار رفته برای 

به دست آوردن نتایج از مقدمات را معتبر می سازد. 
فرایند  در  شرطی  گزاره های  یا  آن گاه  ــ  اگر  یک  به کارگیری  شرطی  استدلال  که  کنید  توجه 
استدلال استنتاجی است. الگوهای اساسی استنتاج معتبر و نامعتبر مورد استفاده در استدلال شرطی 

در زیر مرور شده است. 

درک و فهم ریاضی
جنبه های گوناگون درک و فهم ریاضی نیز وابسته به شهود ریاضی است. درک و فهم ریاضی 
از مواردی است که به صورت دقیق تعریف نشده است و شاید نتوان آن را با »دقت ریاضی« تعریف 
کرد. فرویدنتال نه تنها پیچیدگی دانش و فهم ریاضی، بلکه تفاوت حساس بین درک و فهمی که یک 
معلم باید جویای آن باشد و می خواهیم دانش آموزان فراگیرند، این طور جمع بندی می کند: »فهمیدن 
مطلب  فلان  نهایی  فهم  به  کنید  فکر  لحظه  هر  است  ممکن  شما  دارد.  بسیار  گونه های  ریاضیات  در 
رسیده اید، چنان که دیگر چیزی نمی توان از آن دریافت. اما در ریاضیات فهم نهایی وجود ندارد. هر 
مسئله ای را می توان در بافتی هر دم گسترده تر و از نقطه نظری بالاتر فهمید آنچه پایین ترین می نماید، 
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شاید بالاترین باشد و در آخر اینکه می توان آن را از چشم انداز یادگیرنده فهمید.«
با این حال باید با جوانب مختلف درک و فهم ریاضی آشنا بود. دسته بندی زیر می تواند تسهیل کننده 

باشد. 
١ــ درک معنا شناختی یعنی شناخت اطلاعات مندرج در مفاهیم و قضایا. 

٢ــ درک منطقی یعنی شناخت پیوندها و رابطه های منطقی قضایایی که به صورت حقایق پذیرفته 
شده شخصی درآمده اند. 

به کارگیری صحیح  توانایی  به درستی یک قضیه و  قانع شدن واقعی  یعنی  ٣ــ درک شهودی 
مفاهیم، بدون توسل به تعاریف رسمی و وارسی مکانیکی. 

٤ــ درک ریاضی یعنی آگاهی از مقاصد درونی ابزارهای ریاضی، مثلاً ساده کردن یک عبارت 
فرض های  به  توسل  یا  متغیرها،  مختلف  مقادیر  به ازای  آن  عددی  مقدار  محاسبه  تسهیل  برای  گویا 

غیربدیهی به عنوان اصل پذیرفته شده، برای ساده کردن یک موقعیت 
٥ــ درک ریاضی یعنی آگاهی از کاربردپذیری بیرونی بالقوه ریاضیات. 

مشکلات مهم دانش آموزان با استدلال استنتاجی کدامند؟ 
روشن است که دانش آموزان مشکلات قابل توجهی در مورد استفاده از الگوهای استنتاجی 

معتبر دارند. 
الزامی در  نتایج  برای کشف  به کارگیری استدلال صوری  از دانش آموزان مشکل   بسیاری 

الگوهای استنتاجی درگیر با عبارت های اگر ــ آنگاه )غیر از قیاس استثنایی( دارند. 
 غالباً دانش آموزان عبارت »اگر ــ آنگاه« را مثل »اگر و تنها اگر« تعبیر می کند. بسیاری از آنها 

ارزشمندی الگوی استنتاجی قیاس استثنایی منفی )نقیض انتزاع( را نمی شناسند. 
 بسیاری از دانش آموزان الگوهای استدلالی نامعتبر وارونه و معکوس را نمی شناسند. 

 مشکل بسیاری از آنها به عبارت های شرطی منفی مربوط است. 

دلایل اصلی خطاهای استدلال استنتاجی چیست؟ 
برای موردی که خطاهای حساب منطق  لیارد شواهد مؤثری  ــ  یوهانسون  پژوهش واسون و 
نتیجهٔ  تنها مربوط به قسمتی از خطاهای استدلال استنتاجی است، ارائه می کند. همچنین می توانند 
دشواری حفظ اثر اطلاعات و نبودن نشانه های معنایی )معنی شناسی( که به یک تفسیر معین علامت 
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می فرستند، باشند. یونز، هنگامی که خطاهای به وجود آمده در استدلال استنتاجی را تفسیر می کرد، 
ذهنی  عملیات  بلکه  صوری،  منطق  موضوعات  تنها  نه  که  به طوری  آورد  به وجود  قوی  آزمون  یک 

موردنیاز برای انجام تکالیف را مورد بررسی قرار می داد. 
دلایل اشتباهات در استدلال استنتاجی برگرفته از چندین مطالعه در زیر جمع بندی شده است. 
 خطاها در استدلال استنتاجی به وسیلهٔ افزودن، جرح و تعدیل یا چشم پوشیدن مواردی از 

مقدمات به وجود می آیند. 
آمده اند.  به وجود  استنتاجی  الگوی  به جای  واقعی  محتوای  پذیرفتن  وسیلهٔ  به  اشتباهات   

الگوهای سنتی سخنرانی )مباحثه( روزمره اغلب منطق را باطل می کند. 
 دلایل دیگر اشتباهات، مشکلات زبانی هستند. تعداد و مکان منفی ها، طول کلمه و جمله و 

سرریز شدن شناختی از آن جمله هستند. 
 ناتوانی در پذیرش فرضیه، گونه ای دیگر از علت های این خطاها می باشد. 

آیا توانایی های استدلال استنتاجی از راه آموزش بهبود می یابد؟ 
برخی از مطالعات آشکار کرد که آموزش با استفاده از مواد و وسایل دست ورزی انتخاب شده، 
تأثیر مثبت روی توسعهٔ توانایی استدلال منطقی کودکان سال دوم و سوم دارد. سوپز و باینفورد گزارش 
کردند که چارک بالای دانش آموزان سال پنجم و ششم می توانند مقدمات اصلی منطق را درسطح ٨٥ 
درصد از آنچه که در مطالعهٔ یکسان دانشجویان دانشگاه به آن دست می یابند، به کار بگیرند و در یک 
فاصله زمانی بلند آن را گسترش می دهند. انیس و پائولوس نشان دادند که منطق کلاسی می تواند با 
موفقیت برای دانش آموزان ١١ و ١٢ ساله آموزش داده شود اما این آموزش به دانش آموزان کمک 
نمی کند تا الگوهای نامعتبر را کشف و شناسایی کنند. شیپمن این را یافت که معلمّ معمولی که از زبان و 
ایده های شرطی در کلاس درس استفاده می کند، به نظر می رسد که تأثیر مثبتی بر رشد توانایی استدلالی 

دانش آموزان دارد. 
 دورهٔ قبل از بلوغ کودکان )٩ تا ١٢ سالگی( می تواند برای توسعهٔ بعضی از انواع توانایی ها، 

استدلال استنتاجی به وسیلهٔ تجربیات به طور دقیق طرح شده، به کار رود. 
 استدلال کلاسی را می توان در اوایل دورهٔ بلوغ آموزش داد اما موفقیت آموزشی مهم در 
بهبود و اصلاح توانایی های قبل از ١٦ سالگی دورهٔ بلوغ برای شناخت روش های استنتاجی نامعتبر 

گزارش نشده است. 
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 جایی که یک معلمّ اغلب به طور طبیعی ایده ها و زبان استدلالی اگر ــ آن گاه را به کار می برد، 
همبستگی مثبت بین رشد توانایی استدلال و به عمل درآمدن در کلاس درس وجود دارد.

مشکلات اصلی دانش آموزان با اثبات ها چیست؟ 
سنک یک نمونه ١٥٢٠تایی از دانش آموزان درس هندسه را انتخاب کرد و در مورد مشکلات 
دانش آموزان با اثبات های هندسی گزارش ارائه کرد. در زیر یافته های اصلی سنک و ارنست بیان شده 

است. 
 دانش آموزان مشکلات زبانی و منطقی با اثبات ها دارند و این مشکل برای به وجود آوردن یک 
اثبات سدّ راه می شود. آنها اغلب قضیه ای که باید ثابت شود را به عنوان دلیل در اثبات خودش و صور 

استنتاجی نامعتبر را مورد استفاده قرار می دهند. 
 اثبات با نمودارهایی که شامل چند مجموعه از مثال های محاط شده یا خطوط کمکی موردنیاز 
می باشند، از جمله مشکل ترین ها بودند. اثبات های تشابه بیشتر از اثبات های همنهشتی که همان تعداد 

استنتاج نیاز دارد، دشوار هستند. 
 دانش آموزان با پیچیدگی اصل استقرای ریاضی مشکل دارند. 

 عدم تفاوت مربوط به جنسیت در اثبات نویسیِ موفقیت آمیز مشهود است. 

نگاهی به نقش اثبات در کلاس درس 
نیست. در تحقیقات ریاضی  اثبات در کلاس درس همانند نقش آن در پژوهش ریاضی  نقش 
اثبات برای متقاعد کردن و رسمیت بخشیدن یک ایده است. در صورتی که در کلاس درس اثبات 
اینکه  برای  توضیح  است؛  نیاز  مورد  حکم،  یک  یا  مفهوم  یک  کردن  روشن  دادن،  توضیح  برای 
اثبات های  در کلاس  نیست.  منطق صوری  مفهوم  به  اثبات  در کلاس  است،  درست  قضیه ای  چرا 
غیررسمی، غیرصوری یا نیمه صوری با زبان طبیعی )معمولی( ارائه می شود و می توانند در درون خود، 

زیر اثبات های صوری یا محاسبات را به کار گیرند. 
بعضی از معلمین خیال می کنند که: »اگر کلاس ریاضی است، باید ثابت کرد. اگر چیزی ثابت 
اثبات،  اگر  زیرا  دارد.  تدریس  در  مستقیم  پیامد  یک  باور  و  تصور  این  نیست!«  ریاضی  آن  نمی شود، 
ریاضی است و ریاضی، اثبات است، آن گاه مأموریت معلم در کلاس، اثبات کردن است. در این صورت، 
بیشتر وقت کلاس به اثبات می گذرد؛ اثبات های راستین و دقیق تا احساس کنند کلاس واقعاً وجود دارد! 
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از  بهتر  اگر معلم دلیلی  ناآگاهانه!  و  ناخردمندانه  انگیزشی است  به دانش آموز  اثبات  ارائه  دراین دیدگاه 
اینکه »ریاضی یعنی این« ارائه ندهد، دانش آموز می داند که تنها یک اثبات دیده است، اما نه چرایی آن.

نمونه سؤال های ارزشیابی
١ــ استدلال های زیر را به ترتیب میزان اعتبارشان مشخص کنید. 

الف( فردی ده مثلث مختلف را بررسی کرد و دید که در همهٔ آنها هر سه میانه در یک نقطه به هم 
می رسند و از این موضوع نتیجه گرفت در همهٔ مثلث ها، میانه ها در یک نقطه به هم می رسند. 

ب( استدلال زیر نشان می دهد هر زاویهٔ خارجی یک مثلث از هر زاویهٔ داخلی غیرمجاورش 
C مانند شکل زیر زاویهٔ خارجی مثلث دلخواهی مانند ABC است داریم: 

∧

2 بزرگ تر است فرض کنیم 

A B C
A B C C C

C C

∧ ∧ ∧
∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧


+ + =  ⇒ + + = +

+ = 

1
1 1 2

1 2

180

180 A B C
∧ ∧ ∧

⇒ + = 2

              

C برابر مجموع دو زاویهٔ B و A است پس از هرکدام آنها بزرگ تر است. 
∧

2
پس زاویهٔ 

شنیده اید  که  را  غلطی  استدلال های  از  نمونه  یک  و  درست  استدلال های  از  نمونه  یک  ٢ــ 
بنویسید. 

٣ــ مسئلهٔ زیر را به همراه حل آن در نظر بگیرید. فرض، حکم و پیش دانسته ای که در استدلالِ 
حلِ آن مورد استفاده قرار گرفته اند بنویسید. 

مسئله: مجموع زوایای یک مستطیل برابر °٣٦٠ است. 
را  آن  قطرهای  از  یکی  و  می گیریم  درنظر  را  بعد  صفحهٔ  شکل  مانند  دلخواه  مستطیلی  حل: 

)مثلاً   BD( رسم می کنیم. 
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٤ــ فرض و حکم مسئله زیر را بنویسید. 
ــ اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند، آن گاه زاویهٔ مقابل به ضلع بزرگ تر، بزرگ تر است از زاویهٔ 

مقابل به ضلع کوچک تر. 
٥  ــ مسئله ای طرح کنید که در آن حکم کلی غلطی آورده شده است و با یک مثال نقض، درستی 

آن را رد کنید. 
٦ــ »همهٔ شکل های هندسی دارای حداقل یک زاویه می باشند«. 

حکم بالا درست است یا غلط؟ چگونه ادعای خود را ثابت می کنید؟ 
٧ــ استفاده از شهود چه کاربردهایی در ریاضیات دارد؟ 

٨  ــ الف( مواردی را که تکرار یک مشاهده منجر شده که شما در مورد آن موضوع پیش بینی 
بکنید که غلط بوده است بنویسید. 

ب( مواردی را که تکرار یک مشاهده منجر شده که شما در مورد آن موضوع پیش بینی بکنید 
که درست بوده است بنویسید. 

٩ــ درستی یا نادرستی هریک از استدلال های زیر را مشخص کنید. 
احمد می داند که هر وقت باران ببارد حیاط خانه آنها خیس می شود. 

الف( او از اتاقش بیرون آمد و دید حیاط خیس شده است و نتیجه گرفت که حتماً باران باریده 
است. 

ب( او از اتاقش بیرون آمد و دید حیاط خیس نیست و نتیجه گرفت باران نباریده است. 
١٠ــ هر وقت دوچرخهٔ علی پنچر شود او دیر به مدرسه می رسد. علی دیر به مدرسه رسیده است 

پس حتماً دوچرخه اش پنچر شده است. 
کدام استدلال زیر مشابه استدلال بالاست. 

هر وقت معلم ریاضی به کلاس A می رود بچه های کلاس A خوشحال می شوند. 
الف( بچه های کلاس A خوشحال نیستند پس معلم ریاضی به کلاس آنها نرفته است. 

ب( بچه های کلاس A خوشحال اند پس معلم ریاضی به کلاس آنها رفته است. 
ــ کدام یک ازاستدلال های الف و ب درست و کدام نادرست است؟ 

١١ــ آیا استدلال آورده شده برای مسئلهٔ داده شده در زیر درست است؟ علت درستی یا نادرستی 
آن را بنویسید. 

C باهم برابرند.
∧ B و 

∧ ABC داده شده است. نشان دهید زوایای 
∆ مسئله: مثلث دلخواه 
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استدلال: مانند شکل مقابل از رأس A به وسط ضلع BC عمود می کنیم. 
M M

∧ ∧
= =1 2 90 بنابراین داریم:  BM = CM و 

 )ض ز ض(                مشترکحال داریم: 
                                                          

AM AM

M M ABM ACM B C
BM CM

∧ ∧ ∆ ∆ ∧ ∧

=
 = ⇒ ≅ ⇒ =
 =

1 2

 
شده  ساخته  مثلث  دو  و  منتظم  شش ضلعی  یک  ١٢ــ 
برروی دو ضلع آن را مانند شکل مقابل درنظر بگیرید. در زیر 
اثباتی آورده شده که نشان می دهد دو مثلث موردنظر همنهشت 
را  مسئله  این  می توان  آیا  است؟  درست  اثبات  این  آیا  هستند. 
یک  اضلاع  بر  طریق  این  به  که  مثلث هایی  گفت  و  داده  تعمیم 
چندضلعی منتظم ساخته می شوند با هم همنهشت هستند؟ چرا؟ 

ABCDEF یک شش ضلعی منتظم است : فرض   

GAF : حکم  HCD
∆ ∆

≅  
اثبات: می دانیم اگر دو زاویه برابر باشند، مکمل های آنها نیز باهم برابرند لذا: 

A C A C
∧ ∧ ∧ ∧

= ⇒ =1 1 2 2  

F D F D
∧ ∧ ∧ ∧

= ⇒ =1 1 2 2  

A                                                                                       )ز ض ز( C

GAF HCDF D

AF CD

∧ ∧

∆ ∆∧ ∧


= 

 ⇒ ≅= 


= 

2 2

2 2

 

1 2

A

B CM

1
2

12

1 2

1
2A

B C

G EF

D

H
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به  ١٣ــ فرض کنید مدیر یک مدرسه شرط گذاشته است که هریک از کلاس های آن مدرسه 
شرطی به اردو برده می شوند که مجموع نمره های انضباط هر دو دانش آموزِ آن کلاس، ٣٤ یا بیشتر از 
٣٤ شود. درکدام یک از حالت های زیر دانش آموزان یک کلاس به اردو برده می شوند و در کدام یک 

برده نمی شوند و در کدام یک نمی توان تشخیص داد برده می شوند یا نه؟ 
الف( کمترین نمره انضباط آن کلاس ١٦ و بیشترین نمره ٢٠ بوده است. 

بقیهٔ دانش آموزان کلاس حداقل  و  بوده که ١٦ گرفته است  به فردی  نمره مربوط  ب( کمترین 
٢نمره از او بیشتر گرفته اند. 

ج( به جز یک دانش آموز بقیهٔ کلاس نمرهٔ انضباطشان٢٠ بوده است. 
د( میانگین نمره های انضباط کلاس ١٩ می باشد. 

هـ( مجموع نمره های انضباطِ دو نفر که هیچ کدام کمترین نمره را نگرفته اند ٣٤ بوده است. 
ABC متساوی الساقین است و پاره خط های BM و ′CM میانه اند. 

∆ ١٤ــ مثلث 
را  متناظر  اجزای  برابری  و   CBM BCM

∆ ∆
′ ≅ کنید  ثابت  الف( 

نتیجه گیری کنید. 
را  متناظر  اجزای  برابری  و   ACM ABM

∆ ∆
′ ≅ کنید  ثابت  ب( 

نتیجه گیری کنید. 
BOM COM

∆ ∆
′ ≅ ج( ثابت کنید 

 AF و AE ١٥ــ در شکل مقابل پاره خط های
بر دایره در نقاط E و F مماسند. 

برابری  و   AOE AOF
∆ ∆

≅ کنید  ثابت  الف( 
اجزای متناظر را نتیجه گیری کنید. 

 OED OFD
∆ ∆

≅ ب( ثابت کنید 
١٦ــ دانش آموزی قصد دارد یک نقاشی از یک تصویر بزرگ به ابعاد ٥ ×٤ متر را در یک 
برگه به گونه ای بکشد که با تصویر واقعی متشابه باشد و عرض آن برابر ١٠ سانتی متر باشد. طول تصویر 

چقدر باید باشد؟ 
١٧ــ در سؤال قبل قرض کنید دانش آموز موردنظر بخواهد نقاشی همان تصویر را، متشابه با 

آن، در برگه ای به ابعاد ٢٠×١٥ بکشد. بزرگ ترین ابعاد ممکن از تصویر چند در چند است؟ 

A

B C

MM
O

E

F

O A
D
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مـقــابـل،  تـصویــر  در  ١٨ــ 
آن  که یک ضلع  کنید  مستطیلی رسم 
پاره خط CE باشد و متشابه با مستطیل 
مستطیل حاصل چه  باشد.   ABCD

ابعادی می تواند داشته باشد؟ 

A B

D C E
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اهداف 
ــ آشنایی با مفهوم استدلال و اثبات 

ــ درک لزوم استدلال 
از  استفاده  نحوهٔ  تشخیص  و  استدلال ها  از  انواعی  تفاوت های  با  آشنایی  ــ 

استدلال های مختلف در مسائل گوناگون 
ــ تشخیص آنچه در استدلال ها و اثبات ها می تواند استفاده کند و آنچه در ارائهٔ 

حدس ها و تشخیص راه حل ها می تواند استفاده کند. 
ابزار مورد نیاز: 
ــ گونیا و خط کش 

ــ کاغذ شفاف 

روش تدریس
دادن فرصت به دانش آموز جهت تفکر در مورد ساختار استدلال های ارائه شده و تفاوت آنها، که 
باعث تفاوت میزان اعتبار آنها نیز می باشد، دارای اهمیت است. یکی از اهداف این است که دانش آموز 
نیز مانند سایر زمینه های علمی هر موضوع مورد ادعایی که قبلاً درستی اش  توجه کند در ریاضیات 
اثبات می باشد. در کار در کلاس اول سعی شده دانش آموز در  نیازمند استدلال و  ثابت نشده است 
تشخیص استدلال های مشابه توانمندتر شود. گرچه نام های »استدلال استقرایی« )استدلالی که در آن 
درستی یک حکم که در چند حالت مشاهده شده به حالت کلی تعمیم داده می شود. مانند استدلال ١ در 
فعالیت اول( و »استدلال استنتاجی« )که در آن با استفاده از حقایقی که از قبل می دانیم و با استفاده از 
نتیجه گیری های منطقی درستی موضوع موردنظر را نشان می دهیم. مانند استدلال ٢ در فعالیت اول( 
مطرح نشده است اما یکی از اهداف تشخیص استدلال های مشابه و نیز مقایسهٔ میزان اعتبار هرکدام در 

اثبات های گوناگون می باشد. 
مثال نقض در این قسمت در حالتی کاربردی مطرح شده است و دانش آموز با آن آشنا می شود. 
از اهداف دیگر این درس بالا بردن آگاهی دانش آموز در این موضوع است که چه نوع تشخیصی در 
هندسه چه اهمیتی دارد. مثلاً بداند که تشخیص شهودی و یا تشخیص براساس اندازه گیری، می تواند 
در ارائهٔ حدس ها و تشخیص راه حل ها یاری رسان فردی باشد که با مسائل ریاضی سروکار دارد اما به 

عنوان اثبات در ریاضیات مورد استفاده قرار نمی گیرد. 

 درس اوّل: استدلال
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حل تمرین ها 
١ــ خیر. از مشاهدهٔ برقراری موضوعی در چند حالت نمی توان بدون هیچ دلیلی آن را در حالت 

کلی درست دانست. 
کافی است مثلثی مثال بیاوریم که محل برخورد عمود منصف هایش درون آن نباشد.

٢ــ گرچه هیچ کدام از استدلال ها نمی تواند به عنوان یک اثبات درست، درستی ادعای موردنظر 
را ثابت کنید، اما استدلال نیما به دلیل مقایسهٔ منطقی که بین تمرینات وزنه بردار در دو هفته و نتیجه های 
حاصل، انجام داده است، قابل اعتمادتر از استدلال پژمان است که نتیجهٔ وزنه برداری را به موضوعی 

کاملاً نامرتبط ربط داده است. 
٣ــ استدلال قسمت )ج( مانند استدلال مطرح شده می باشد زیرا در هر دوی آنها نتیجه ای را که 

در گذشته همواره برقرار بوده است، به آینده تعمیم داده اند. 
٤ــ استدلال اول براساس تجربه های یک فرد و برداشت های شخصی او انجام شده است اما 
در استدلال دوم از مقایسه، منطق و نتیجه گیری استفاده شده و استدلال استنتاجی درستی ارائه شده 

است. 
سن علی < سن حسن   ⇒ سن علی < سن حسین < سن حسن 

توصیه های آموزشی 
ــ هدف کلی این درس آشنایی و درک لزوم استدلال و تشخیص استدلال قابل قبول در مسائل 
هندسی می باشد در این راستا می توانید بسته به شرایط کلاس خود از مثال های گوناگون استفاده کنید 

و به مثال های ارائه شده در کتاب بسنده نکنید. 
ــ می توان دانش آموزان را به این مطلب توجه داد که در علوم مختلف میزان اعتبار استدلال ها 
متفاوت است. مثلاً میزان اعتبار استدلال استقرایی در علوم مختلف بسیار متفاوت می باشد و در برخی 
شاخه های علوم انسانی و همچنین برخی تحقیقات در علوم پزشکی بسیار مورد استفاده قرار می گیرد. 
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اهداف 
ــ تشخیص فرض و حکم مسئله و بیان برخی فرض ها و حکم ها به زبان ریاضی 

ــ آشنایی با برخی استدلال های هندسی و نوشتن منظم آنها 
ــ توانایی درنظر گرفتن کلیت برخی اثبات های هندسی داده شده،تأمل به اجزا و 
نتیجه گیری های موجود در دل آن، و تشخیص نواقص احتمالی موجود در اثبات )در 

اثبات هایی که کاملاً درست نمی باشند( 
و  هندسی  مسائل  برخی  در  آن  از  استفاده  شرایط  و  تعمیم  مفهوم  با  آشنایی  ــ 

توانایی به کارگیری آن در برخی مسائل
ــ تشخیص تفاوت میزان اعتبار برخی استدلال های هندسی 

ــ آشنایی با برخی نتیجه گیری های منطقی مورداستفاده در استدلال های هندسی 

روش تدریس
تشخیص فرض و حکم از دل مسئله و بازنویسی آنها به طور منظم و نیز درنظر گرفتن واقعیات 
مرتبط با مسئله که از قبل درستی آنها پذیرفته شده است می تواند به نظم ذهنی دانش آموز در ارائهٔ یک 

استدلال مناسب کمک نماید. لذا دستیابی دانش آموز به چنین توانایی از اهداف این درس می باشد. 
در فعالیت دوم این درس مسئله ای به همراه استدلالی برای درستی آن آمده است که استدلال 
و  استدلال  نوشتن  درگیر  را  دانش آموز  که  آنجا  از  مسائل  این گونه  می باشد.  نقص  دارای  موردنظر 
دغدغهٔ درستی شیوهٔ نوشتار و استفاده از علائم ریاضی نمی کند می تواند تمرکز بیشتر دانش آموز را 
معطوف به ساختار اثبات و اجزای لازم آن نماید. تشخیص درستی یا نادرستی استدلال آورده شده 
لذا  باشد،  دانش آموز  تفکر  و  دقت  تقویت کننده  می تواند  آن،  علت  تشخیص  نادرستی  در صورت  و 
آوردن چنین سؤالاتی در ارزشیابی ها مفید می باشد. در ادامهٔ فعالیت دوم این درس با ارائهٔ خاصیتی 
از نیمساز زاویهٔ بین دو ساق از مثلث متساوی الساقین که آن را نمی توان به نیمسازهای دیگر تعمیم داد 
و سپس ارائهٔ خاصیتی از قطر یک مربع که آن را می توان به قطر دیگر تعمیم داد، دانش آموز را برای 

درک این نوع تعمیم و شرایط لازم برای آن آماده می کنیم. 
انواع  اعتبار  تفاوت  می تواند  دانش آموز  قبل  مطالب درس  به  توجه  با  دوم  در کلاس  کار  در 
استدلال ها را مقایسه کند و به لزوم آوردن استدلالی که در حالت کلی و به درستی حکم مسئله را نتیجه 

دهد بیشتر پی ببرد. 

 درس دوم: آشنایی با اثبات در هندسه
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در آخرین فعالیت این درس یک مسئله کلاس که می تواند اثبات جبری ساده ای داشته باشد و یا 
توسط برخی دانش آموزان به صورت ذهنی جواب داده شود و یک مسئلهٔ هندسی، شبیه سازی شده اند 
تا بدین طریق علاوه بر کمک به درک بیشتر اثبات مسئلهٔ هندسی دانش آموز با این گونه شبیه سازی نیز 

آشنا شود. 
حل تمرین ها 

١ــ خیر، زیرا مسئله درحالت کلی و برای هر مثلث دلخواه مطرح شده است، اما اثبات آن در 
حالت کلی و برای هر مثلث دلخواه آورده نشده است.

٢ــ دلیل نرگس درست است زیرا طبق تعریف برای محدب بودن، باید تمام پاره خط های حاصل 
از وصل هر دو نقطهٔ درون شکل، کاملاً درون شکل باشند پس با یافتن یک پاره خط که چنین نباشد 

نتیجه می شود که چندضلعی محدب نیست. 
ــ دلیل مهدیه درست نیست زیرا طیق تعریف چندضلعی محدب باید همهٔ پاره خط های مذکور 
درون چندضلعی باشند تا چندضلعی محدب باشد و با قرار گرفتن تنها یک یا چند پاره خط در درون 

چندضلعی، نمی توان چنین نتیجه ای گرفت. 
ــ دلیل مریم نیز به همان دلیل که دلیل مهدیه درست نبود، درست نیست، گرچه این چندضلعی 

واقعاً محدب است. 
٣ــ الف( خیر، زیرا ABCD می تواند متوازی الاضلاعی باشد که زاویهٔ قائمه نداشته باشد. 
متـوازی الاضلاع چـیزی  مـورد  متـوازی الاضلاع است. در  کـه مستطیل،  اول می گویـد  )گزارهٔ 

نمی گوید.( 
ب( خیر. زیرا ABCD می تواند لوزی ای باشد که زاویهٔ قائمه نداشته باشد. )گزارهٔ اول اطلاعاتی 

در مورد مربع ها می دهد. در مورد ABCD که مربع نیست چیزی نمی گوید.( 
ج( بله. ABCD مربع نیست زیرا اگر مربع باشد طبق گزارهٔ اول باید ضلع هایش باهم برابر باشند 

که مخالف گزارهٔ دوم است. 
آن  نیمساز  روی   P مانند  نقطه ای  و  دلخواهی  زاویهٔ  ٤ــ 
دو  به  موردنظر  نقطهٔ  از  و  گرفته  درنظر  مقابل  مانند شکل  زاویه 

ضلع آن زاویه عمود می کنیم. داریم:
1

2

A

O

P

B
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)OP نیمساز است(وتر و یک زاویه حاده
 O O

OP OP OAP OBP PA PB

A B

1 2

90

∧ ∧

∆

∧ ∧


= = ⇒ ≅ ⇒ =


= = 

)مشترک( 
 

لذا فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویه یکی است. از آنجا که تمام خواصی که در این اثبات استفاده 
کردیم برای سایر نقاط روی نیمساز برقرار است لذا این خاصیت را می توان به سایر نقاط روی نیمساز 

تعمیم داده و بگوییم: »هر نقطهٔ روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه، به یک فاصله است.«

توصیه های آموزشی 
در  که  است  شده  مطرح  منطقی  نتیجه گیری های  و  بحث ها  درس  این  موضوعات  برخی  در 
اثبات های هندسی جایگاه خاصی دارند لذا توجه کافی به ایجاد درکی مناسب از این مباحث در ذهن 

دانش آموزان اهمیت دارد. 
در بحث تعمیم می توان از مثال هایی از زندگی روزمره )مثلاً خواصی که برخی اشیاء یا موجودات 
دارند و می توان به برخی دیگر تعمیم داد و به برخی دیگر نمی توان تعمیم داد( برای کمک به فهم بهتر 

شرایط تعمیم استفاده کرد.
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اهداف 
ــ یادآوری مفهوم و حالت های همنهشتی مثلث ها 
ــ تشخیص اجزای متناظر از دو مثلث همنهشت 

ــ آشنایی با استفاده از همنهشتی مثلث ها در حل برخی مسائل هندسی
ــ استفاده از زبان ریاضی در نوشتن استدلال ها به صورت منظم 

روش تدریس 
یادآوری  است  شده  آورده  هشتم  پایهٔ  در  که  مثلث ها  همنهشتی  حالت های  فصل  ابتدای  در 

می شود و نوشتن آنها به صورت منظم و با استفاده از زبان ریاضی مدنظر می باشد. 
در فعالیت اول هدف تقویت توانایی تشخیص اجزای متناظر از دو مثلث همنهشت می باشد، بسته 
به وضع کلاس می تواند مثلث های همنهشت در شکل های پیچیده تر نیز برای تشخیص اجزای متناظر، 
مطرح شوند،در فعالیت دوم برای حل مسئله می توان از همنهشتی دو مثلث که با رسم پاره خط های 
AC و BD به وجود می آیند، استفاده کرد. در هر دو راه حل مطرح شده در این قسمت از این موضوع 
بنابراین قائمه اند استفاده شده است. در  که زوایای C و D محیطی و روبه رو به قطر دایره هستند و 
فعالیت سوم نیز با توجه به خواص لوزی )چهار ضلع برابرند.زوایای روبه رو برابرند.( و باتوجه به اینکه 
BN = DM )زیرا هرکدام از آنها برابر با نصف ضلع لوزی است، بنابراین این دو پاره خط باهم برابرند( 

همنهشتی دو مثلث ABN و ADM به حالت )ض ز ض( نتیجه می شود. 
در کار در کلاس نیز مسئله ای مطرح شده که کارایی استفاده از همنهشتی مثلث ها را نشان می دهد. 
یادآوری به دانش آموز که اثبات قابل قبول هندسی کدام است، متوجه کردن دانش آموز به تفاوت تعریف یک 
چندضلعی و خواص آن و استفاده از زبان ریاضی در نوشتن منظم استدلال در این کار درکلاس مدنظر می باشد. 
پس از نشان دادن همنهشتی دو مثلث ABD و CBD چگونگی یافتن اجزای متناظر دیگر در دو مثلث مطرح 
شده است، بدین صورت که اضلاع مقابل به دو زاویهٔ متناظر از دو مثلث باهم برابرند و برعکس زاویه های مقابل 
به دو ضلع متناظر از دو مثلث باهم برابرند. در ادامه سؤال شده است که آیا می توانستیم همین نتیجه را با رسم 
قطر AC به دست آوریم. هدف از این سؤال یادآوری تعمیم یک خاصیت که در درس قبل مطرح شده می باشد. 
با توجه به اینکه تمام خواص استفاده شده در این اثبات برای قطر دیگر نیز برقرار هستند لذا می توان نتیجهٔ 
گرفته شده را به قطر دیگر تعمیم داد. در انتهای کار در کلاس از دانش آموزان خواسته شده است که با توجه به 

همنهشتی مثلث های ایجاد شده، برابری زاویه های مقابل در متوازی الاضلاع را نیز نتیجه بگیرند. 

 درس سوم: همنهشتی مثلث ها
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حل تمرین ها 
١ــ قبلاً ثابت شد که اضلاع مقابل در متوازی الاضلاع باهم برابرند، لذا AB = DC. از طرفی 

مورب و 
                                                        

)ز ض ز(
                                                  

 

                                                                                                                        مورب و
 

AB DC BD B D B D
OA OC

A C OAB OCD
OB OD

AB DC AC A C AB DC

∧ ∧ ∧ ∧

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧


⇒ = = 

 == ≅ ⇒  =
⇒ = =


1 1 1 1

1 1

1 1

می گیریم:  درنظر  مقابل  شکل  مانند  مستطیلی  حل:  ٢ــ 
می توان فرض و حکم را به این صورت نوشت

ABCD مستطیل است :فرض
AC = BD : حکم

داریم:
AB                                                                      )ض ز ض( AB

AD BC ABD ABC BD AC

A B 90

∆ ∆

∧ ∧


= = ⇒ ≅ ⇒ =


= =   

٣ــ مثلث های AMB و AMC به حالت سه ضلع )ض ض ض( همنهشت هستند.

AM                                            A نیمساز است A
AMC AMD

M M M M

1 2

1 2 1 2 90

∧ ∧
∆ ∆

∧ ∧ ∧ ∧


= ⇒≅ ⇒ 

 = ⇒ = =   
M2 با هم برابرند و جمعشان ١٨٠º است(

∧ M1 و 
∧ AM⊥BC ⇒ )چون 

مماس  بر   OA شعاع  مماس،  تعریف  طبق  که  می دانیم  ٤ــ 
OB MB⊥ MA عمود است. به همین ترتیب 

 وتر و یک ضلع
                                     

)مشترک(
OA OB y

OAM OBM MA MB
OM OM

∆ ∆= = 
≅ ⇒ == 

O

B

A

M

A

D

B

C
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)ض ز ض(  حالت  به  مثلث  دو  شده  ادعا  زیرا  می باشد  نقص  دارای  شده  آورده  استدلال  ٥ــ 
همنهشت هستند در حالتی که زاویه های O١ و O٢ بین دو ضلع نوشته شده در استدلال، قرار ندارند. 

همنهشتی این دو مثلث را می توان به حالت وتر و یک ضلع نتیجه گرفت. 

توصیه های آموزشی
در مواردی دیده می شود دانش آموزان از طریق سپردن نام زاویه ها و ضلع ها به ذهن یا در خاطر 
حالت های  و حفظ  متناظر  زاویه های  نام  بین  شباهت هایی  کردن  پیدا  یا  و  داشتن شکل خاصی  نگاه 
همنهشتی مثلث ها اثبات هایی برای برخی مسائل می نویسند در حالی که درک درستی از همنهشتی و 
تناظر موجود بین اعضای دو چندضلعی همنهشت نیافته اند. لذا توجه به اهمیت درک مفهوم همنهشتی 

و تشخیص اجزای متناظر از دو چندضلعی همنهشت الزامی است. 
انتقال، تقارن و دوران، پس از  تبدیل های  با  به آشنایی دانش آموزان  با توجه  در برخی موارد 
مشخص شدن همنهشت بودن دو چندضلعی می توان از دانش آموزان خواست تا تبدیلاتی که دو شکل 

را برهم منطبق می کنند مشخص کنند. 
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هدف: آشنایی با برخی راهکارهای حل مسائل هندسی
ابزار مورد نیاز: خط کش و گونیا

روش تدریس 
چهار کار اساسی که می تواند به حل مسائل هندسی کمک کند بیان شده است که عبارت اند از 
فهم مفاهیم مطرح شده در مسئله، رسم شکل )در صورت لزوم(، تشخیص داده ها )فرض( و خواسته های 
)حکم( مسئله، و با استفاده از تمام اینها یافتن راه حلی که به کمک آن حکم مسئله را اثبات کنیم. در 
بسیاری از سؤال های مطرح شده در هندسه اثبات برابری دو پاره خط خواسته شده است و در بسیاری 
از آنها کافی است دو مثلث که پاره خط های مذکور اجزای متناظر در آن دو مثلث باشند بیابیم و ثابت 

کنیم دو مثلث همنهشت هستند. 
در قسمت ١ از فعالیت کافی است با وصل کردن نقاط A و B و C و D به مرکز دایره، دو مثلث 
برابری  آنها  از همنهشتی  آوریم و  به دست  به حالت سه ضلع همنهشت هستند،  OAB و OCD، که 
زاویه های تشکیل شده در نقطهٔ O از دو مثلث را نتیجه بگیریم و از آن برابری کمان ها را. در قسمت ٢ 
فعالیت دوباره همان مثلث ها را تشکیل می دهیم چون کمان ها برابرند لذا زاویه های تشکیل شده در نقطهٔ 
O از دو مثلث باهم برابرند و دو مثلث به حالت دو ضلع و زاویهٔ بین همنهشت خواهند بود و لذا ضلع 

سوم آنها که همان وترها می باشند نیز برابرند.
عمود   CD و   AB وترهای  به   O از  فعالیت،   ٣ قسمت  در 

 .OH = OH′ می کنیم. کافی است نشان دهیم
می دانیم HB نصف AB است و H′C نصف CD است، از 

  AB = CD طرفی طبق فرض

بنابراین
AB CD HB H C′= ⇒ =1 1

2 2  
وتر و یک ضلع

                                                                 HB H C

H H OHB OH C OH OH
OB OC r

∆
′= 

′ ′ ′= = ≅ ⇒ =
= = 

90

 

 درس چهارم: حل مسئله در هندسه

O

D

A

C

B

H

H′
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حل تمرین ها
١ــ

AB CD AB CD MB PD1 1

2 2
= ⇒ = ⇒ =

 
AD BC AD BC DQ BN1 1

2 2
= ⇒ = ⇒ =  

MB                                                                       )ض ز ض( PD
DQ BN MBN PDQ MN PQ

D B

∆ ∆

∧ ∧


= = ⇒ ≅ ⇒ =


=   

٢ــ

 )ز ض ز(
                              

                                                                                         )متقابل به رأس(
  
 )زاویه بین شعاع و مماس(

OA OB

O O OAD OBC AD BC

A B

1 2

90

∧ ∧

∧ ∧

= 
= ⇒ ≅ ⇒ =

= =   

B C
∧ ∧

=   ٣ــ می دانیم در مثلث متساوی الساقین زاویه های روبه رو به ساق ها با هم برابرند. لذا 
 

                                                                                  )ض ز ض(
    متساوی الساقین است 

AB AC

B C ABM ACN AM AN AMN
BM CN

∧ ∧ ∆ ∆ ∆

= 
= ⇒ ≅ ⇒ = ⇒
= 

٤ــ

A
∧

1 A B
∧ ∧

+ =2 1 B A B
∧ ∧ ∧

+ ⇒ =2 2 2  

)ز ض ز(
                                                                           AD BC

A B ADF BCE AF BE

D C

∧ ∧ ∆ ∆

∧ ∧

= 
= ⇒ ≅ ⇒ =

= = 


2 2

90  

1 1

2 2

A

D F E

B

C
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A

B C

M

1
2

1

1

H

CD

A B

 : فرض 
AB AC

A A
∧

=


= 1 2

٥ــ   MB = MC : حکم                              

 )ض ز ض(
                          

AB    )فرض( AC

A A AMB AMC MB MC
AM AM

∧ ∧ ∆ ∆

= 
= ⇒ ≅ ⇒ =
= 

1 2

        
)فرض(  
      )مشترک(

 AD BC DB مورب و  D B
∧ ∧

⇒ =1 1
٦ــ 

 وتر یک زاویه حاده
                         

AD )اضلاع مقابل در متوازی الاضلاع( BC
DAH BCH AH CH

D B

∆ ∆
∧ ∧

=  ′ ′⇒ ≅ ⇒ =
= 1 1

 

درهر متوازی الاضلاع، هر دو رأس مقابل از قطر بین آنها به یک فاصله اند. 

توصیه های آموزشی 
گاهی آنچه می تواند به تسلط یافتن دانش آموزان کمک کند، بازگشت پس از حل مسئله به آن 
است. به گونه ای که مسئله را از آخر درنظر بگیریم و با تشریح آن، به درک علت هرکدام از اقدام همان 

در طول حل مسئله، توسط دانش آموز، کمک کنیم. 

اشتباهات رایج 
برای  به حل زیرمسئله ای می پردازند، مثلاً  برای حل مسئلهٔ خواسته شده  گاهی دانش آموزان 
نشان دادن برابری دو پاره خط دو مثلث تشکیل داده و نهایتاً همنهشتی آنها را ثابت می کنند، اما از 
به  این اشتباه می توان  برای رفع  پاره خط هاست غافل می شوند.  برابری  نتیجه گرفتن حکم اصلی که 

دانش آموزان گوشزد کرد که همواره حکم مسئله را درنظر داشته باشند. 
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اهداف 
ــ آشنایی با مفهوم تشابه

ــ درک روابط بین اندازه های اجزاء در دو شکل متشابه
ــ تشخیص متشابه بودن در چندضلعی

ــ توانایی رسم چندضلعی متشابه با یک چندضلعی ساده داده شده  

ابزار مورد نیاز:
گونیا و خط کش، کاغذ شطرنجی 

روش تدریس 
در شروع درس پیش از آنکه به یکباره معنی دقیق تشابه در دو شکل ارائه شود سعی می کنیم 
دانش آموز با تشخیص خود تفاوت رعایت و عدم رعایت تناسب اندازه ها را در شکل های متشابه و 
غیرمتشابه متوجه شود و برروی ویژگی هایی که دو شکل متشابه دارند فکر کند، هرچند نداند که متشابه 
هستند. در ادامه با ارائهٔ چندضلعی های متشابه در صفحهٔ شطرنجی و درخواست اندازه گیری اضلاع 
و زاویه ها سعی می کنیم دانش آموزان را درپی بردن به ویژگی های دو شکل متشابه یاری کنیم. در ادامهٔ 
فعالیت سعی شده دانش آموزان بیشتر با خواص شکل های متشابه آشنا شوند و سپس تعریف شکل های 

متشابه و نهایتاً تعریف نسبت تشابه ارائه شده است. 
حل تمرین ها 

 LHM و EBC و ABD و HEI و GDH ً١ــ چندضلعی های متشابه زیادی وجود دارند. مثلا
باهم متشابهند و AFH و BGI و CHJ و HOP و HAC با هم متشابهند و GHLK و HINM و 

DBEH نیز باهم متشابهند. 
٢ــ بله، نسبت تشابه برابر ١ است. 

٣ــ خیر، به طور مثال مربع یک نوع لوزی است و با لوزی ای که زاویهٔ قائمه ندارد متشابه نیست. 
٤ــ    ٧٠٠ = ٢٠٠ × ٣/٥

٥ــ بله، زیرا تمام زاویه ها برابر ٦٠ است و چون در هر مثلث سه ضلع برابرند پس نسبت های 
اضلاع در دو شکل نیز یکی خواهد بود. 

 درس پنجم: شکل های متشابه
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٦ــ خیر، مثلاً دو مثلث مقابل متشابه نیستند 
زیرا اضلاع به یک نسبت تغییر نکرده اند. 

٧ــ با توجه به متشابه بودن دو مثلث داریم: 
x x

= =
− +
4 5 8

1 10 7  
x

x
x

− =
⇒ ⇒ = + =

1 8
9

7 16  
٨  ــ مثلث ABC با مثلث پایین سمت راست متشابه است.

توصیه های آموزشی
همانگونه که از شکل ارائهٔ مفهوم تشابه در این درس مشخص است، توجه به درک مفهوم تشابه 
اهمیت ویژه ای دارد و در این پایه حل مسائل تشابه صرفاً در حدی که در درس و تمرین ها ارائه شده 
است مدنظر می باشد لذا می توان با ارائهٔ مثال های کاربردی بیشتر از درک مفهوم تشابه دو شکل توسط 

دانش آموزان اطمینان حاصل نمود. 

2

٤ ٤

CB

A

3

٤ ٤

FE

D
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4 صل
ف � توان و ریشه

یک قطره آب شامل حدود ٣٣ میلیارد میلیارد مولکول یا به عبارت دیگر 
٣٣,000,000,000,000,000,000 مولکول است که می توان آن را به صورت 1019×٣/٣ نمایش 

داد. هرگونه حیاتی به آب نیاز دارد. قدر این نعمت الهی را بدانیم.

وَ جَعَلنا مِنَ  المآءِ کُلَّ شَیءٍ حَیّ 
هر چیز زنده ای را از آب پدید آوردیم  

)سورهٔ انبیا، آیهٔ 30(



69
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نگاه کلی به فصل 
دانش آموزان از سال هفتم با توان های طبیعی یک عدد آشنا شده اند. در سال هشتم نیز ضمن 
تعمیق مفاهیم، برخی قواعد و رویه ها آموزش داده شده است. همچنین دانش آموزان درسال های هفتم 
و هشتم با مفهوم جذر و روش تقریبی محاسبه آن آشنا شده اند. ریشه های دوم یک عدد نامنفی نیز در 
طی این دو سال مطرح شده است. در کتاب ریاضی پایه نهم توان صحیح و ریشه سوم یک عدد در فصل 
چهارم آموزش داده می شود. همچنین نماد علمی و برخی محاسبات در مورد رادیکال ها و قواعدی در 
مورد کار با عبارت های رادیکالی مطرح می شود. لازم به ذکر است که در این کتاب تأکیدی بر ریشه های 
بالاتر از سه وجود ندارد و در سال های بعد به موازات معرفی توان های گویا در مورد ریشه های بالاتر 

از ٣ نیز بحث و گفت وگو خواهد شد. 

نقشه مفهومی    

توانریشه

 ریشه دومریشه سوم
توان صحیح

قواعد محاسبه 
نماد علمیبا توان ها

  رادیکال ها

جمع و تفریق 
رادیکال ها

محاسبات با 
رادیکال ها

ضرب و تقسیم 
رادیکال ها  

 گویا کردن مخرج 
کسرها

دانستنی هایی برای معلم 
اعداد  مقدماتی  دوره های  در  می باشد.  ریاضیات  در  پرکاربرد  مباحث  از جمله  تواندار  اعداد 
تواندار با توان طبیعی، ارتباط بین توان و ضرب را نشان می دهند. در پایه های بالاتر، اعداد تواندار 
با توان منفی اتصالی بین توان و کسر برقرار می کنند و در ادامه اعداد تواندار با توان گویا اتصال بین 
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توان و ریشه گیری را نشان می دهند. اعداد تواندار با توان گنگ رابطه ای بین توان و حد یک دنباله را 
نشان می دهند )سلطانی، 1392(.

یک  این  بر  علاوه  کرد.  تقسیم بندی  گنگ  و  گویا  دسته  دو  به  می توان  را  حقیقی  عددهای 
دسته بندی دیگر نیز وجود دارد: عددهای جبری و عددهای متعالی. عددهای جبری اعدادی هستند 
که جواب های معادله های جبری با ضریب های صحیح هستند و بقیه عددهای باقیمانده، عددهای متعالی 
نامیده می شوند. بعضی از عددهای جبری گویا و برخی گنگ هستند، امّا همه عددهای متعالی گنگ 
بسته  )به جز صفر(  تقسیم  و  تفریق، ضرب  اعمال جمع،  به  نسبت  که  گویا  عددهای  برخلاف  هستند. 
هستند، عددهای گنگ از این ویژگی برخوردار نمی باشند. اگر x یک عدد گنگ و γ عدد گویایی غیر 
x عددهای گنگی خواهند بود. همچنین α- و α-1 نیز گنگ 

γ
از صفر باشد، آنگاه γx، x - γ، x + γ و 

هستند. 
3 می توان گنگ بودن همه اعداد زیر را نتیجه گرفت:  بنابراین با توجه به گنگ بودن مثلاً 

, , , , , ,− + − −1 3 2
3 3 7 5 3 2 3

53 3  

معرفی منابع برای معلمان 
 اعداد گویا و گنگ، ایوان نیون، ترجمه غلامحسین اخلاقی نیا، مرکز نشر دانشگاهی، تهران.
 ساویزی، بهناز و شاهورانی، احمد )1٣٩٣(. ردپای مبهم اعدادگنگ در ذهن دانش آموزان، 

رشد آموزش ریاضی شماره 11٥.

مسیرهایی برای توسعه 
برخی از مسائل مطرح شده در ادامه، ویژه دانش آموزانی است که توانایی فراتری دارند و برای 

آزمون های کلاسی معمول توصیه نمی شوند. 
1ــ حاصل عبارت های زیر را به دست آورید. 

) )آ / ) ( / )

( ) ( ) ( )

−

− −

−
 × + −  

0 1

1 3 1
4

0 6 0 1
3 3 1

2 32
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) )ب ) ( )
− −

− −   − − + −      

1 1
2 21 2

5 3
 

2ــ اگر x یک عدد حقیقی باشد در مورد اینکه کدام یک از x2 و x٣ بزرگ ترند بحث کنید. 

 ( ) ( )− −÷
3

4 2

8 4

2 2
٣ــ حاصل عبارت مقابل را به دست آورید:  

٤ــ در معادله ٩6 = 2x + 2x+1 مقدار x چقدر است؟ 
٥  ــ حاصلضرب عددی در مجذورش ٣-1٠ است. آن عدد را به دست آورید. 

6ــ علامت دو عدد ٤-[ 2-)٤-(-] = A و ٥[  2)٥-(-] = B کدام است؟ 
A )2 منفی و B مثبت  A )1 مثبت و B منفی  
٤( A و B هر دو منفی ٣( A و B هر دو مثبت  

/ را به دست آورید.  /
/ /

×
×

0 2 0 0012

0 006 0 001
٧ــ مجذور عبارت 

 )x >٨  ــ حاصل عبارت زیر را به دست آورید: )٠
x x
x

−2

2  
x (x )− − 21 ٩ــ اگر ٠ < x حاصل عبارت مقابل را بدون قدر مطلق بنویسید.  

1٠ــ حاصل عبارت زیر را به ساده ترین صورت بنویسید. 
− + −3 3 3 35 250 2 54 7 128 3 16  

نمونه سؤال های ارزشیابی
1ــ حاصل هر عبارت را به صورت یک عدد تواندار بنویسید: 

) )آ  ) ( )−×5 512 4

8 16
) )ب   )− ÷2 21

14
2

 

2ــ حاصل هر عبارت را به دست آورید: 
٣-)x-2y-( )آ  1-2+2-2+٣-2 )ب    
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−٣ــ ساده شده کسر مقابل چقدر است؟  −

− −
×

×

2 6

7 4

25 2

2 5  
٤ــ هر یک از اعداد داده شده رابا نماد علمی نمایش دهید. 

2٨٣ =   1٤٠٠ =  
٠/٠٠٠٣٠1 =  2٨/٣٤٥ =  

٥  ــ نمایش اعشاری عددهای زیر را بنویسید: 
2/٤ * 1٥-٠ =  ٧/٩ * 1٠٥ =  
٣/٠1 * 1٠-6 =  ٨/2٣٤ * 1٠6 =  

2(xy) برابر کدام یک از عبارت های زیر است؟  6ــ اگر٠ < x  و ٠ < y حاصل عبارت 
-xy )ب   xy )آ  
٧ــ ریشه سوم اعداد روبه رو را به دست آورید.                                    1٥ ، ٨ و 12٥-

٨  ــ حاصل را به دست آورید: 

6× )آ  4

8
3× )ب   32 32

16
 

٩ــ حاصل هر عبارت را به دست آورید. 
) )آ  )( )+ +8 2 4 2  
+ )ب + −27 12 72 32  

1٠ــ مخرج کسرهای زیر را گویا کنید: 

4 )آ 

5 2
 )ب  

3

2

3
 )ج  

x
5

11ــ در جای خالی علامت مناسب < یا = یا < بگذارید: 
− )آ  33 27 8 3 − 33 27 8 3   
+ )ب  32 28 6 1000 + 32 28 6 1000  
2+ )ج 3 25 +2 3 25   
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هدف: آشنایی با توان منفی یک عدد )ناصفر( 

روش تدریس 
با توجه به آشنایی دانش آموزان با توان های طبیعی یک عدد و نیز توان صفر، به کمک فعالیت 
فعالیت  به کمک جدول  توان منفی یک عدد )غیرصفر( را آموزش داد. در واقع  داده شده می توان 
صفحه 6٠ و با کمک الگویابی باید به دانش آموزان کمک کرد تا اعداد داده شده در جاهای خالی را 
حدس بزنند. هم سطرهای اوّل جدول و هم سطرهای دوم آن باهم ارتباط دارند. ضمناً هر عدد در سطر 
بالا با عدد توانی زیر آن در سطر دوم ارتباط دارد. انتظار می رود که دانش آموزان با توجه به آگاهی 
خود از عددهای صحیح در جاهای خالی اعداد 1- ، 2-، ٣-، ٤- و ٥- را حدس بزنند. در نهایت 
توان صحیح و قاعده مربوط به آن به صورت رسمی تر و در قالب یک قاعده کلی بیان شده است. باید به 
دانش آموزان برای حل کار در کلاس ها فرصت داد و حتی در مورد راه حل های دیگر دانش آموزان 
از آنها نظرخواست. بسیاری از مسائل و تمرین ها نیاز به تکمیل توسط دانش آموز دارد. دبیر محترم با 

توجه به سطح کلاس و نیاز راهنمایی لازم را ارائه خواهد کرد. 
کشیده  چالش  به  دانش آموزان  بدفهمی های  و  مشکلات  از  برخی   6٣ صفحه   1 تمرین  در 
می شوند. مثلاً خیلی از دانش آموزان حاصل 2-٣ را برابر 6- می گیرند. باید دلیل نادرستی این پاسخ 

توسط دانش آموزان توضیح داده شود. 
در تمرین ٣ برای مقایسه عددهای داده شده باید ابتدا آنها را برحسب توانی از 2 بنویسند، در 

تمرین ٥ باید مقدار x را به کمک حدس زدن یا حل معادله به دست آورند. 

توصیه های آموزشی
اینکه از توانایی دانش آموزان اطمینان حاصل کنید مناسب است پس از بررسی و حل  برای 
تمرین ها از آنها بخواهید که مسائل مشابهی را برای دوستانشان طرح کنند. همچنین تأکید بر گفتمان 

کلاسی و ارائه دلیل از سوی دانش آموزان بسیار ضروری است. 

اشتباهات رایج 
برخی دانش آموزان توان منفی یک عدد را در خود عدد ضرب می کنند. برخی دیگر علامت 

توان منفی را در علامت عدد ضرب می کنند. 

 درس اوّل: توان صحیح
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اهداف
ــ نمایش یک عدد به صورت نماد علمی 

ــ نوشتن نمایش اعشاری عددی که نماد علمی آن داده شده است. 
ــ ساده کردن برخی محاسبات  

روش تدریس 
نماد علمی دارای کاربردهای فراوانی در رباضیات و سایر علوم است. به کمک جدول فعالیت 
صفحه 6٥ ابتدا دانش آموزان مشاهده می کنند که هنگام ضرب یا تقسیم یک عدد در توانی از 1٠ یا 
برتوانی از 1٠ چه اتفاقی رخ می دهد. به دانش آموزان فرصت دهید تا این محاسبات را انجام دهند و 
نتیجه را با زبان خود بیان کنند. اگر لازم شد عددهای دیگری مثال بزنید و حتی در صورت لزوم پاسخ 
ارائه  نور  ازسرعت  کاربردی  مثالی   6٥ فعالیت صفحه  دوم  بخش  در  نمایید.  دقیق  را  دانش آموزان 
شده است که لزوم استفاده از نماد علمی را نشان می دهد. سادگی در محاسبات، و نمایش اعداد و نیز 

هماهنگی و نظم از ویژگی های کار با نماد علمی است. 
در صفحه 6٧ تمرین 1ــ الف( داریم:

( )
− − −

−
− − −
× × ×= = × = × = × =

×

5 5 5
5 5

5 5 5

3 10 25 30 25 1
25 2 25 32 25 800

24 15 60  
تمرین ٨، یک سؤال باز پاسخ است. یک روش برای حل این تمرین، این است که دانش آموزان 
با جایگذاری اعداد صحیح درستی نامساوی ها را بررسی کنند. مثلاً عددهای ٠ و 1 و 1- را آزمایش 

کنند. 

توصیه های آموزشی 
می نماید.  توجیه پذیر  را  علمی  نمادهای  با  کار  لزوم  دانش آموزان  به  کاربردی  مثال های  ارائه 
همچنین می توانید از دانش آموزان بخواهید که برخی محاسبات را بدون استفاده از نماد علمی انجام 

دهند تا به مشکلات احتمالی بیشتر واقف شوند. 

اشتباهات رایج 
برخی از دانش آموزان هنگام ضرب یک عدد در توانی از 1٠ یا هنگام تقسیم آن بر توانی از 1٠، 

 درس دوم: نماد علمی
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در تعیین جای ممیزها دچار اشتباه می شوند. همچنین، برخی مشکلات مربوط به درک اعداد اعشاری 
در هنگام کار با نماد علمی خود را نمایان می سازد. به طور مثال برخی از آنها صفرهای بعد از ممیز را 

در عددی مانند ٣/٠٠٠1 یا ٠/٠٠٠1 به حساب نمی آورند. 
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هدف: آشنایی با ریشه سوم یک عدد 

روش تدریس 
مبنا  بر همین  فعالیت صفحه 6٨  دوم یک عدد،  ریشه های  با  دانش آموزان  آشنایی  به  توجه  با 
طراحی شده است. در جدول اوّل صفحه 6٨ ریشه های دوم هر عدد در سطر بالا و عدد موردنظر در 
با توجه به جاهای خالی ارتباط دوطرفه بین هر عدد و ریشه های دوم آن  سطرپایین داده شده است. 
برقرار می شود. در جدول دوم با تکمیل جاهای خالی موضوع ریشه سوم آموزش داده می شود. نوع 
بالای  ندارد. توضیحات  از یک ریشه سوم  بیش  نشان می دهند که یک عدد  ستون های جدول دوم 
صفحه 6٩ موضوع آموزش ریشه سوم را تمام خواهد کرد. سعی کنید به صورت تعاملی و با گفت وگو 
در  که  ریشه های سوم(  )با  رادیکال ها  تقسیم  و  مورد ضرب  در  کنید.  مطرح  در کلاس  را  بحث  این 
پایه  )ریشهٔ دوم( در  رادیکال ها  تقسیم  و  آموزش ضرب  کار همانند  صفحه ٧٠ مطرح می شود، شیوه 
هشتم است. البته کار در کلاس صفحه ٧٠ نشان می دهد که رابطه برای جمع رادیکال ها )ریشه سوم( 

برقرار نمی باشد. 
تمرین ٥ صفحه ٧2/ هدف این تمرین حل نامعادله نیست. بلکه حدس و آزمایش عددها و بررسی 
درستی نامساوی است. ممکن است برخی دانش آموزان متوجه شوند که جواب های بی شماری برای 

مسئله وجود دارد. بحث و گفت وگوی کلاسی مفید است. 
تمرین 6 صفحه ٧2/ بهتر است برحسب اینکه x یک عدد مثبت یا منفی باشد بحث شود. 

توصیه های آموزشی
بها داد و اگر اشتباهات در کلاس درس مطرح و  نادرست دانش آموزان هم  به پاسخ های  باید 
برطرف شوند دیگر شاهد تکرار آنها در امتحانات نخواهیم بود. توصیه اکید این است که قبل از درک 
مناسب ریشه سوم و اعمال روی آنها به ریشه های بالاتر پرداخته نشود. به طور رسمی هدف این کتاب 

آموزش ریشه های بالاتر نیست.

اشتباهات رایج 
x است. اشتباه  x x | x | x x x x< ⇒ − = − = − − = −20 2 2 2 ) و 3 x )2 یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان برابر گرفتن عبارت های 

4 را برابر 2± درنظر می گیرند.  دیگر این است که عبارتی مانند 

 درس سوم: ریشه گیری
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هدف: محاسبات با رادیکال ها و ساده کردن جملات متشابه 

روش تدریس 
قبلی  دانش  از  و  نماید  برقرار  هندسه  و  جبر  بین  ارتباطی  که  دارد  سعی   ٧٣ صفحه  فعالیت 
به کمک رادیکال ها را نشان دهد. در  بر محاسبات  برد. همچنین ضرورت تسلط  دانش آموزان بهره 
این فعالیت به کمک رابطه فیثاغورس طول ضلع مربع به دست می آید و از آنجا محیط و مساحت مربع 

حساب می شود. 
در کار در کلاس نمونه ای از جمع و تفریق رادیکال ها ارائه شده است و بقیه موارد باید توسط 
دانش آموزان انجام شود. توجه دانش آموزان به شرایط لازم برای جمع یا تفریق دو یا چند عبارت رادیکالی 
مهم است. در صفحه ٧٤ برای محاسبات رادیکالی فعالیتی طراحی شده است که باید دانش آموزان آن را 
کامل نمایند. مقایسه روش های حل مختلف که به پاسخ یکسانی منجر می شوند برای دانش آموزان بسیار 
آموزنده خواهد بود در گویا کردن مخرج رادیکال ها نیز هدف مطرح کردن عبارت های پیچیده و استفاده از 

اتحادهای جبری مطرح نشده در کتاب نیست. تأکید باید در سطح ارائه شده در کتاب درس باشد. 

توصیه های آموزشی 
نیز آشنایی  با توان های صحیح یک عدد )غیرصفر( و  هدف اصلی این فصل آشنایی دانش آموزان 
با ریشه سوم است. آشنایی با توان های گویا و ریشه های بالاتر در سال دهم انجام خواهد گرفت. توصیه 
می شود که زودتر از موعد به این موارد پرداخته نشود و در عوض بر مباحث مطرح شده در کتاب تأکید شود. 

اشتباهات رایج
) را برابر درنظر می گیرند. برخی از  )− −

3 32 28 8 و ( )− −
3 32 28 برخی دانش آموزان حاصل دو عبارت 8

اشتباهات و بدفهمی های دانش آموزان در مورد رادیکال ها به مشکلات آنها در مفهوم توان بازمی گردد.

 درس چهارم: جمع و تفریق رادیکال ها
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1ــ برای هر عبارت دو پاسخ داده شده است. پاسخ درست را با ذکر دلیل مشخص کنید.

)الف −

−
2

1

9
3

6
− )ب                  

−

1

1

3
3

1

3

 )ج                     
−

− −

−
×

1
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1

12
3 4

7

3-2 = =
2

1 1

93
 3-1 =

1

1

3
                           3-1 * 4-1 = )3*4( -1 = 12-1

)د
 

− −

−

+

+1 1

1

1 1

3 4
3 4

7
− )هـ           

−
2

2

5
5

1

25

) )و                     )

−

−
−

2

3
3

2
8      

3-1+4-1 = +
1 1

1 1

3 4
 5-2= =

2

1 1

255
                  )-2(3=)-2(*)-2(*)-2( =-8

= +1 1

3 4
  

2ــ جرم یک اتم هیدروژن حدود 24-10 گرم است. جرم یک وزنهٔ 100 کیلوگرمی چند برابر 
جرم یک اتم هیدروژن است؟

گرم 105= 100000=1000*100  

105÷10-24=105 ÷ 
24

1

10
= 105* 1024 = 1029  

  تمرین

4حل تمرین های صل
ف �
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3ــ عددهای 163 و 84 و 211 را با یکدیگر مقایسه کنید.
84= )23(4=212  
163= )24(3=212  211 > 84=163  

4ــ در جاهای خالی علامت <، < یا = قرار دهید:
2-3  1-3 )الف 5-2  20)ب   2-)0/6(  2-)0/5( )ج 

 >1 1

3 9  >
5

1
1

2  > =100 25
4

36 9
 

0  1-5 )د − )ه ـ 
  

08

15        2-)5-(  2-5- )و                 1  

>1
0

5
  

-              + 
         

5  ــ در هر یک از تساوی های زیر x چه عددی است؟
5x * 5-3=54 )الف 5x  ÷  5-3=54 )ب   
5x-3 = 54  5x-)-3(=54  
x-3 = 4  x+3 =4  
 x=7  x=1  

6  ــ کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟
4= 1-)1-3(+0)3-( )هـa4 * a5 = a20  )الف*
ب( a4 * a5 = a9 *2-12 = 1-4*1-3 )و

)ج )am(n = )an(m           a >0  *ز( − = −2 2
6

6
1-3  <10-3 )ح 9-=2-3 )د*

7ــ حاصل هر عبارت را به دست آورید.

)الف
 

−
−  ×  

10
31

27
3 2-25 * 4-)0/2( )ب    

=310*)33(-3 = 310*3-9=3  =
− 

  

42

10
*)52(-2=  

  

410

2
*5-4  

=54*5-4=5 0=1                        

>>>

> = >
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 )ج
−   ×      

4 415 45

14 28
= 1-)2-5-( )د 

− −   − = −     

1 1

2

1 1

255
 

       = × = × = =              

4 4 4 414 45 14 45 3 81

15 28 15 28 2 16
               =-25                      

8   ــ عددهای داده شده را از کوچک  به بزرگ مرتب کنید.

   و    23    و   3-5   و   2-3 
 

− −  

21

2  4-2-    و    90-1    و    21)1-(    و   2)7-(    و   

1

8
       1

125          8                 +4               49              -1             1            − 1

16

 3-2  و    3-5    و   4-2-   و     21)1-(  
 
    و   90-1    و  

− −  

21

2 2)7-(    و   23     و     

9ــ عبارت نادرست را مشخص کنید.

)0/987(10>100  )1/2(7 > )1/02(7   
  

25

4
> )0/7(2   

  

23

4
> )0/75(3  

                                 *                              *      

10ــ حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

 )الف
−

−

   ×      
− ×

3 3

5 8

2 8
3 3

2 2
 )ب 

−−  −     

122

3
=  − = −  

22 4

3 9

= − −

     ×      −     = = =
− − −

3 3 3

3 3

2 3 1 1
13 8 4 64

1 82 2
8

  تمرین

1ــ حاصل عبارت های زیر را به دست آورید:

  )الف    
− −

− −
× ×

×

5 5

5 5

3 10 25

4 15    
)ب 

 

−

−

×

×

1 2

4

8 4
1

2
8

=
−

×
= × =

×

4

4 4 8

4

1
2

8 2 2 2
1

2
8
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−

− −
×= = = ×

5 2 2
2 5

5 5

30 5 5
5 2

60 2
  

2ــ کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟
 * 1/٠2  *  1٠/٠٠٠٠٠ =  ٥-٠1٠2   ٥/٩  *  1٠-1  =٠/٥٩  

 ٤/٣   *  1٧/٠٠٤ *  ٤٣٠٠  =   ٠٣  *  1٠-2  =٠/٧٠٠٤  

6/1٨  *  1٠٧  =  61٨٠٠٠٠٠  ٨/2٥٧٠  *  1٨ =  ٠٤2٥٧٠  

٣ــ شعاع خورشید تقریباً 695000 کیلومتر است؛ این عدد را با نماد علمی نمایش دهید.
695000=6/95*105  
٤ــ اندازهٔ یک باکتری 0/0000005 متر است؛ این عدد را با نماد علمی نمایش دهید.
5*10-7  

٥  ــ قطر خورشید حدود 1٠٩  * 1/٤ متر و قطر زمین حدود 1٠٧  *1/٣ متر است. قطر خورشید 
تقریباً چند برابر قطر زمین است؟

/
/

× =
×

9 9

7

1 4 10 10
100

101 3 10
                                                   تقریباً 100 برابر  

1/4 را تقریباً با 1/3 برابر گرفته ایم.
6  ــ حاصل عبارت های زیر را به دست آورید و به صورت نماد علمی نمایش دهید:

2  *  1٤  *   ٧-٠  *  1٠٩  =8*102                         12/5 × 10-٤___________
25 × 10-1٩

=0/5 * 10-4* 1019 
= 0/5 * 1015          
= 5 *1014               

٧ــ فاصلهٔ مریخ از زمین 1٠٧  *  ٩/1٧ کیلومتر و فاصلهٔ کیوان از زمین 1٠٨  *  6/2٨٧ کیلومتر 
است. با مقایسهٔ این دو عدد مشخص کنید کدام سیاره به زمین نزدیک تر است؟ مریخ

                                                  6/2٨٧  *  1٩/٧                                ٠٨  *  1٠٧    

                                                  62/٨٧  *  1٩/٧            <                   ٠٧  *  1٠٧   

٨  ــ در جاهای خالی حداقل ٣ عدد صحیح مختلف قرار دهید تا نامساوی درست باشد.
  2/7  *10     > 0/02            0/03  >  0/003  *  10       
-2 , -1 , 0 , 1 , …  0 , -1 , -2 , …  
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٩ــ عددهای زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید:
 1/5×10-2  ,  1/2×106 ,  5/35×10-3  ,  3/7×10-2  

5/35*10-3 > 1/5 * 10-2 > 3/7 * 10-2 > 1/2 * 106  

  تمرین

1ــ ریشه های دوم عددهای زیر را بیابید:

49

16
 , 1

81
 , 15 , 144 , 12 , 18   

− 7

4
 , + 7

4
 − 1

9
, + 1

9
 − 15 , + 15     -12 , +12     − 12  , + 12  − 18 , + 18

2ــ ریشهٔ سوم عددهای زیر را به دست آورید:

216 , 73 , -5 , − 1

216
 , 10  

6 , 3 7  , −3 5  , − 1

6
, 3 10  

3ــ کدام یک درست و کدام یک نادرست است؟

* ( )− = −21 1    ( )− = −33 1 1   ( ) | |− = − =25 5 5    ( )− = −33 5 5  

 − = −49 7

256 16   / /=1 44 1 2  * ( )− =21 1    − = −3 64 4  

4ــ حاصل هر عبارت را به عدد مساوی آن در سطر دوم، وصل کنید:

×3 125 36  − ×3 1 81  3 81

3
 − ×3 325 5  

3  30  -9  -5  
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5  ــ حداقل سه عدد صحیح مختلف مثال بزنید که اگر به جای a قرار دهیم، نامساوی زیر درست 
باشد:

a a a< → < = → <3 33 3 34 2 8 8  
 a > 8  پس  
7 ,6 ,5 …  

) به چه شرطی درست است؟ مثال بزنید. x) x− =2 6ــ رابطه 

( x) x | x |− = =2 2  
در صورتی x| = x| است که x عددی نامنفی باشد.

x = 0⇒ ( )− = =20 0 0  x = 4⇒ ( )− = =2 24 4 4  

 x = -9⇒ ( ( ))− − = = ≠ −2 29 9 9 9   
7ــ اگر مساحت کل یک مکعب 96a2 باشد، حجم آن را بر حسب a به دست آورید.

96 a2 ÷ 6=16 a2 مساحت یک وجه  )4a( 3 = 64 a3 حجم
a a=216 4 ضلع   

x را ساده کنید و بدون قدرمطلق بنویسید. y−2 2 8   ــ اگر x > 0 و y > 0 باشد، حاصل 

x y | x | | y | x ( y) x y− = − = − − = +2 2  

= × × = × =2 290 2 3 5 3 10 3 10 9ــ عبارت های زیر را مانند نمونه ساده کنید: 

150  ,           80  ,       24  ,          3 2125  
= × × =2150 3 2 5 5 6  = × = × × =3 224 3 2 3 2 2 2 6  

 = × =480 2 5 4 5  ( ) ( )= = =3 2 3 2 2 3 23 3125 5 5 5  
10ــ آیا تساوی های زیر درست است؟ بله

( )− = −33 2 2  − = −3 34 4  

( ) ( )− = − × × −33 3 3 32 2 2 2  ( )− = − × = −3 33 34 1 4 1 4  

( )= − = −33 2 2   
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11ــ حاصل را به دست آورید:

× =3 32 16 3 4  
× =8 5 40

10 10  × =
3 3

3

18 60

5
 

= 3 336 64 6 4  = = =40
4 2

10  
×

3
18 60

5  

= 6 * 5 =24   = =3 216 6  

  تمرین

1ــ عبارت های زیر را ساده کنید.

+ )الف +2 50 32 2 72 3 )ج  227 ) )ه ـ )( )− +2 5 10 2  

= + +10 2 4 2 12 2  ( )= 3 23 3  = + − −20 2 50 10  

= 26 2  ( )= =2 33 3 9  = + − −2 5 2 5 2 10  

+ )ب −8 128 50 − )د 
3

27

64
2− )و  48 3 27                

= + − =2 2 8 2 5 2 5 2  − −= =
3

3
3

3 3

44
 = − = −8 3 9 3 3  

x x−22 2ــ اگر ٠<x باشد حاصل عبارت مقابل را به دست آورید. 
=2|x|-x=2)-x(-x = -2x-x = -3x  

3 سانتی متر را به دست آورید. 5 3ــ محیط و مساحت مربعی به طول ضلع 
× = محیط =4 3 5 12 5   
) = مساحت ) =23 5 9*5 =45  
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4ــ شکل مقابل یک مثلث متساوی الاضلاع را به ضلع a نشان 
مساحت  آورید؛ سپس  به دست   a برحسب  را   h ارتفاع  اندازهٔ  می دهد. 

آن را برحسب a بنویسید.

ah a  = −   

2
2 2

2
 

 

ah a a= − =
2

2 2 23

4 4             

ah a= =23 3

4 2

a a aS
×

= =
2

3
32

2 4  
 

 

 ABCD مربع  اضلاع  وسط های   Q و   P  ،N  ،M نقاط  5  ــ 
هستند. اگر مساحت مربع ABCD، 100 مترمربع باشد، محیط مربع 

MNPQ چقدر است؟
=100 10  

MN2=52+52=25+25= 50  
MN = =50 5 2 = محیط  × =4 5 2 20 2

6  ــ در جاهای خالی علامت < یا = یا < بگذارید:

+5 4 +5 4  4 +2 23 2   

+2 5  3  16  13  
3

11

3

11
 +2 23 4  5   

25 7ــ در جاهای خالی عدد مناسب بنویسید: 

10= ) الف 2= )ب  6 = )ج  1

3
8= )د  2  

>

= =

>

aa

h

a
2

a
2

M 5

5

A B

Q

D P C

N

9 1

9

3
100
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 )هـ
−

=
52

64
2

)و  ( ) =
×

2

2

12
3

4 3
m )ز  m m

m

−× =
6 2

 )ح  
( )

− =
−

3
3

3
9 27

4
 
 

8   ــ مخرج کسرهای زیر را گویا کنید.

5 )الف

2 3
* =3 5 3

23
 )ب 

a3 2

2 * a
a

3

3
2 )ج 

7
* =7 2 7

77
 

a
a

=
32   

x همیشه درست است؟ توضیح دهید. ( x )=2 2 9ــ آیا تساوی 
الف( تساوی همیشه درست است. ب( تساوی همیشه نادرست است. ج( اگر x≤0، تساوی 

درست است.
چون اگر x عددی منفی باشد عدد زیر رادیکال درست است منفی شده و اعداد منفی جذر ندارند.

12
3

-1
-8
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عبارت های جبری کاربردهای فراوانی دارند، به طور مثال رابطۀ فیثاغورس در 
مثلث های قائم الزاویه یک تساوی بین دو عبارت جبری است که از آن در محاسبات 

هندسی استفاده می شود.
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نگاه کلی به فصل
درس اوّل: یادآوری و تکمیل مطالب مربوط به یک جمله ای ها و چند جمله ای ها است. در 
این قسمت عبارت هایی که یک جمله ای محسوب نمی شوند مورد بررسی قرار می گیرند در ادامه  یک 
جمله ای های متشابه، درجه یک جمله ای، یک جمله ای های غیرمتشابه و چند جمله ای ها تعریف دقیق 

شده و مثال هایی آورده شده است.
با انجام یک فعالیت بررسی  همچنین به معرفی اتحاد پرداخته و تفاوت بین اتحاد و معادله را 
خواهیم کرد. سپس اتحاد مربع دوجمله ای و مفهوم تجزیه و تجزیه چند جمله ای ها به کمک اتحادها 

در این درس آمده است.
اوّل اتحاد مربع سه جمله ای، مزدوج و یک جمله مشترک آمده  درس دوم: در ادامه درس 
است. نکته مهمی که باید به آن توجه داشت، این است که در اثبات اتحادها از استدلال جبری و تعبیر 
هندسی استفاده شده است و دانش آموز باید بتواند اتحادهای جبری را به صورت یک عبارت کلامی 
بیان کند. در ادامه تجزیه چند جمله ای ها به کمک اتحادهای مزدوج و یک جمله مشترک با انجام چند 
فعالیت بررسی شده و اتحاد مربع دو جمله ای به عنوان حالت خاصی از اتحاد یک جمله مشترک آمده 

است.
باید توجه داشت که این تعریف یک  نابرابری و تعریف آن بیان می شود.  درس سوم: مفهوم 

رابطهٔ دوسویه است و از هر دو طرف آن استفاده می شود.
a  >  b  ⇔  Ǝ p >0:a = b +p  

با استفاده  نابرابرها  پس مفهوم » ≥ « و نامساوی مضاعف مطرح شده است. در ادامه خواص 
ازیک فعالیت به صورت استدلال استقرایی مطرح شده است. می توان خواص نابرابری ها را به کمک 

تعریف آن اثبات کرد که در قسمت دانستنی برای معلم، خواهیم آورد.
در قسمت آخر مفهوم نامعادله یک مجهولی درجه اوّل و روش حل آن با استفاده از خواص 

نابرابرها آمده است و مجموعهٔ جواب نامعادله با بررسی چند مثال خاتمه بخش این فصل است.
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نقشه مفهومی

مربع سه جمله ای

چند جمله ای

برابری بین دو 
چند جمله ای

 نابرابری بین دو 
چند جمله ای

خواص نابرابری ها نامعادلهاتحاد و تجزیه معادله

  مربع دو جمله ای  یک جمله مشترکمزدوج

دانستنی هایی برای معلم
١ــ کوتاه شدۀ تاریخ جبر و نمادهای حرفی1: جبر به عنوان دانش حلّ معادله ها پدید آمد. 
در مصر و بابل کهن و همچنین در دوران های جدیدتر در هند، با مقدمه های جبر آشنا بودند و با توجه 
به داده های مسأله، می توانستند معادله راتشکیل دهند و برخی از گونه های آن را حل کنند. البته آنها 
از حرف برای نشان دادن داده ها و مجهول ها آگاهی نداشتند و نمی توانستند معادله ها را به صورت کلی 
خود تنظیم کنند. در دوران ریاضیات کاربردی، عنصرهای جبری، همچون ادامهٔ دانش حساب تلقی 
می شد. با وجود این، به ویژه بابلی ها تا مرز بالایی از جبر جلو رفته بودند و می توانستند مسأله های عملی 

را که منجر به گونه هایی از معادلهٔ درجهٔ دوم و در بعضی حالت ها، حتی درجهٔ سوم شود، حل کنند.
به واژهٔ »جبر« برای نخستین بار در سدهٔ نهم میلادی و در کارهای محمد فرزند موسیٰ مشهور 
به خوارزمی، برخورد می کنیم. خوارزمی کتاب »حساب جبر و مقابله« را به تشکیل و حلّ معادله ها 
اختصاص داده است. او از شش نوع معادله صحبت می کند که یکی از آنها، معادلهٔ درجهٔ اول و پنج 
گونهٔ دیگر درجهٔ دوم است )درواقع، معادلهٔ درجهٔ اول را هم حالت خاصی از معادلهٔ درجهٔ دوم، وقتی 

1ــ تاریخ ریاضیات / پرویز شهریاری / انتشارات مدرسه
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که ضریب درجهٔ دوم برابر صفر باشد، می گیرد(. »حساب جبر و مقابله« همه چیز را با واژه ها بیان می کند 
و هیچ گونه نماد حرفی ندارد.

اصطلاح های »جبر« به معنای »جبران کردن«، و »مقابله« )مقابل هم قراردادن(، معرّف دو عمل 
یا با ضریب مثبت  سادهٔ جبری است؛ به نحوی که همهٔ جمله های سمت چپ و راست معادله، مثبت 
باشند. واژهٔ »جبر« به همان معنایی آمده است که در این مصراع سعدی: »که جبر خاطر مسکین بلا 
بگرداند« و از نظر عمل های جبری، به معنای انتقال جملهٔ منفی به طرف دیگر معادله است تا مثبت شود. 
اصطلاح »مقابله« هم به معنای مقابل قراردادن جمله ها در دو طرف برابری و حذف مقدارهای برابر از 

دو طرف است.
به این ترتیب » جبر و مقابله « به معنای ساده کردن معادله و ساده کردن جمله های متشابه است. 

نمادهای امروزی به تدریج و در طول زمان به وجود آمد.
»محمد کرجی« ریاضیدان ایرانی اول سدهٔ یازدهم میلادی، برای نشان دادن مجهول، نمادی را 
انتخاب کرد. معادله ها نزد ایرانی ها تا جایی رسید که »خیام« معادله های درجهٔ سوم را به یاری برش های 
مخروطی حل می کند. باید توجه داشت که ایرانیان به پیروی ازیونانی ها، از هندسه برای حل مسأله های 
جبری کمک می گرفتند. خوارزمی مسأله های خود را گاهی با شیوهٔ جبری و گاهی با کمک هندسه 
حل می کند. ولی خیام برای حلّ معادله های درجهٔ سوم، تنها از هندسه و برش های مخروطی استفاده 
می کند تا سرانجام جمشید کاشانی راه حلیّ جبری برای معادلهٔ درجهٔ سوم می یابد که جواب را تا هر 

درجهٔ دقت به دست می دهد.
٢ــ یک جمله ای صفر و درجۀ آن: یک نوع ساده از عبارت های جبری، چند جمله ای ها 

هستند. در این جا چند جمله ای با یک متغیر را بحث خواهیم کرد.
هر چند جمله ای یک متغیره، به صورت یک عبارت جبری روی یک متغیر است که در آن فقط 

از جمع و ضرب روی آن متغیر و اعداد استفاده شده است، مانند:

2x3  +  5x2  +  4                             یا                         x x x− + − −2 52
7 3 2

5
 

چنانچه یک عبارت جبری فقط از ضرب اعداد در آن متغیر حاصل شود، به آن یک جمله گفته 
می شود، هریک جمله ای برحسب متغیر x را پس از ساده کردن به صورت axn نمایش می دهند که درآن 

n∈w ،a∈R درجهٔ یک جمله ای و x متغیر آن یک جمله ای است، واضح است که:

n a n
ax

a
∈ =

=  =

0

0 0

R  
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درنتیجه هر عدد حقیقی a∈R یک جمله ای برحسب متغیر x و از درجه صفر است. عدد ٠ نیز 
یک جمله ای محسوب می شود و برای آن درجه تعریف نمی کنیم. این گونه محدودیت ها در تعاریف را 
قبلاَ دیده اید، برای مثال وقتی مفهوم عمل تقسیم تعریف می شود، در آن همواره مقسوم علیه را مخالف 

با صفر در نظر می گیریم و عمل تقسیم بر صفر را تعریف نشده تلقی می کنیم.
اگر اصرار داشته باشیم که برای یک جمله ای صفر درجه تعریف کنیم، باید این جمله را چنان 
در نظر بگیریم که در بیان کردن قضیه ها ثمری داشته باشد و به ویژگی مهمی اشاره کند. دو قضیه زیر را 

در چند جمله ای ها در نظر بگیرید.
قضیه ١: درجه حاصل ضرب دو چند جمله ای برابر با مجموع درجه های آن دو  چند جمله ای 

است.
آن  درجهٔ  ماکزیمم  مساوی  یا  کوچک تر  چند جمله ای  دو  حاصل جمع  درجه   :٢ قضیه 

دوچند جمله ای است.
اکنون اگر در قضیه A = anxn  +  an-1xn-1  + ...+  a1x   + a0 ،1 و  B  = 0 قرار دهید، در این صورت 

مثال نقضی برای درستی این قضیه به دست آورده ایم.
برای اینکه از این تنگنا عبور کنیم، دو پیشنهاد مطرح می شود.

پیشنهاد اول: در قضیه های 1 و ٢، دو چند جمله ای راناصفر در نظر بگیریم.
پیشنهاد دوم: صورت قضیه را تغییر ندهیم ولی برای یک جمله ای صفر، درجه تعریف کنیم. 
در این حالت اگر درجهٔ یک جمله ای صفر را ∞- تعریف کنیم، روشن است که معنای قابل قبولی در 
 n ٔو از درجه x یک جمله ای برحسب متغیر A قضیه های 1 و ٢ خواهد داشت. برای مثال فرض کنید
 A*B و درجهٔ حاصل ضرب A * B  =0 چند جمله ای صفر و از درجهٔ ∞- باشد، در این صورتB و

برابر با ∞ - است. از آنجا که ∞-  = )∞-(  +  n پس درستی قضیه 1 برقرار خواهد بود.

مسیرهایی برای توسعه
خود  استاندارد  شکل  به  که  چند جمله ای  هر  عملاً،  چند جمله ای ها1:  از  پیشرفته  تعریف 
نوشته شده باشد، با دنباله ضرایب خود به طور کامل مشخص می شود. بنابراین، هر چند جمله ای را 

می توان متناظر یک دنباله از اعداد در نظر گرفت که از مرحله ای به بعد ثابت صفر است.
a0+  a1x  +  ...  +   anxn  ↔  )a0, a1, ..., an, 0, 0, ...(  

1ــ آیا عدد صفر چند جمله ای است؟ / دکتر ناصر بروجردیان / مجلّه ریاضی پایا ٦
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در سطوح پیشرفته تر، برای تعریف چند جمله ای ها فقط همین دنباله ضرایب را در نظر می گیرند و 
هر دنباله از اعداد حقیقی که از مرحله ای به بعد ثابت صفر باشد را به عنوان یک چند جمله ای با ضرایب 
حقیقی معرفی می کنند. روشن است که در این شیوه معرفی چند جمله ای ها، کسی چند جمله ای ها را 
به عنوان تابع در نظر نخواهد گرفت. البته این شیوه معرفی چند جمله ای ها، مناسب مدرسه نیست و در 
اینجا فقط برای روشن شدن مفاهیم، صرفاً برای معلمین این روش آورده شده است. با این شیوه معرفی 

چند جمله ای ها، جمع و ضرب آنها به شکل زیر تعریف می شود.
)a0, a1, ..., an, ...( +  )b0, b1, ..., bn, ...(  =  )a  0+ b0, a1+b1, ..., an+bn, ...( 
)a0, a1, ..., an, ...(.  )b0, b1, ..., bn, ...(  =  )c 0+ c1, ..., cn,0,0, ...(  
ck  =  a0bk  +  a1bk-1  +  ...  +   akb0  

توجه داشته باشید که این دنباله ها با اندیس صفر شروع می شوند. چند جمله ای هایی که اندیس 1 
به بعد آنها صفر است و فقط اندیس صفر آنها احیاناً ناصفر است با یک عدد حقیقی مشخص می شوند 

و جمع و ضرب آنها همان جمع و ضرب اعداد حقیقی است. یعنی،
)a 0,0, 0, ...(+)b0,0, 0, ...(  =  )a0+ b0, 0, 0, ...(  
)a 0,0, 0, ...(.)b0,0, 0, ...(  =  )a0b0, 0, 0, ...(  

به همین خاطر به خود حق می دهیم، این چند جمله ای ها را با همان ضریب اندیس صفرشان نشان 
دهیم و اعداد حقیقی را به عنوان زیرمجموعه ای از چند جمله ای ها در نظر بگیریم. پس عدد a به عنوان 
یک چند جمله ای همان دنباله )... ,a ,0, 0( است. با توجه به تعریف جمع و ضرب چند جمله ای ها، 

جمع و ضرب یک عدد با چند جمله ای ها به شکل زیر خواهد بود. 
a + )b0, b1, ..., bn, ...( = )a  + b0, b1, ..., bn, ...(  
a  )b0, b1, ..., bn, ...( = )a b0, ab1, ..., abn, ...(  

چند جمله ای )... ,0 ,0,1,0( نقش ویژه ای بازی می کند و برای آن یک اسم خاص انتخاب 
 موجب می شود ضرایب آن 

2

3

 نشان می دهیم. ضرب یک چند جمله ای در 
2

3

می کنیم و مثلاً آن را با
چند جمله ای، یک واحد به جلو حرکت کند، یعنی

   
2

3

)b0, b1, ..., bn, ...( = )0, b0, b1, ..., bn, ...(  
 در خودش به شکل زیر خواهد بود.

2

3

به ویژه ضرب
  

2

3

2 = )0, 0, 1, 0, ٠, ...(  
  

2

3

3 = )0, 0, 0, 1, 0, 0, ...(  
Ǝ  
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با این علامت گذاری ها و قراردادها، هرچند جمله ای )... ,a0, a1, ..., an, 0, 0( را می توانیم 
به شکل زیر بنویسیم.

)a0, a1, ..., an, 0, ...( =  a  0)1, 0, 0, ...( + a1)0, 1, 0,0, ...(+ ... + an)0, 0, ...,1,0, ...( 
=  a0  +  a1 

2

3

+  ...  +  an 
2

3

n                                                                  
به این ترتیب به همان شکل مرسوم چند جمله ای ها می رسیم، ولی یک تفاوت اساسی وجود دارد که در 
 مجموعه 

2

3

 یک متغیر عددی نیست و یک چند جمله ای خاص است، در  واقع )... ,0 ,0 ,1 ,0( =   
2

3

اینجا 
تعریف  ضرب  و  جمع  عملیات  آنها  بین  که  است  معین  اشیاء  از  مشخصی  مجموعهٔ  چند جمله ای ها، 
شده است و تمام خواص مهم اعمال جمع و ضرب برقرار است، غیر از اینکه چند جمله ای ها عموماً 

وارون پذیر نیستند. در واقع تنها چند جمله ای های وارون پذیر، اعداد ناصفرند.  
 

2

3

خاص  چند جمله ای  اگر  چند جمله ای،  هر  در  چند جمله ای:  توابع  و  چند جمله ای ها 
که در مدرسه مطرح  به دست می آوریم  کنیم، یک چند جمله ای معمولی  تبدیل   x متغیر عددی  به  را 
توابع چند جمله ای  را  توابع  گونه  این  بگیریم.  نظر  در  تابع  به عنوان یک  را  آن  می توانیم  و  می شود 
می نامند. توجه کنید که چند جمله ای و تابع چند جمله ای دو مفهوم متفاوتند، اگرچه تشخیص این 
است،  تفاوت ساده تر  این  تشخیص  دانش آموزان  برای  البته  نیست.  آسان  مدرسه  در سطح  تفاوت 
باشند.  داشته  تفکیک کردن  برای  مشکلی  تا  نمی شناسند  را  تابع  مفهوم  هنوز  دانش آموزان  زیرا 
دو  این  بتوانند  باید  و  شناسند  می  را  مفهوم  دو  هر  که  است  معلمین  خود  برای  مشکل  بیشترین 
مفهوم را برای خود از هم تفکیک کنند. چند جمله ای به عنوان تابع در ذهن معلمین قوی تر است، 
به عنوان  صرفاً  را  آن  و  کنند  نگاه  آن  استاندارد  شکل  در  چند جمله ای  به  بتوانند  باید  معلمین  ولی 
تابع  و  چند جمله ای  مفهوم  دو  تفکیک  این  با  بگیرند.  نظر  در  دنباله ضرایب  یا  جبری  عبارت  یک 

چند جمله ای از هم جدا خواهند شد.
تناظر  یک  آنها  بین  چند جمله ای،  توابع  و  چند جمله ای ها  بین  مفهومی  تفاوت  وجود  با  البته 
یک به یک برقرار است و هر چند جمله ای یک تابع چند جمله ای مشخص می کند و برعکس و دو 
چند جمله ای مساویند اگر و فقط اگر توابع چند جمله ای وابسته به آنها مساوی باشند. همچنین اعمال 
جمع و ضرب چند جمله ای ها متناظر اعمال جمع و ضرب توابع چند جمله ای می باشد. به همین خاطر 

است که تفکیک این دو مفهوم مشکل شده است. 
 که در یک چند جمله ای رخ 

2

3

به طور شهودی، بزرگ ترین توانی از  درجه چند جمله ای ها: 
می دهد را درجهٔ آن چند جمله ای می نامند. در چند جمله ای هایی که حداقل یک جمله ناصفر دارند 



94

 ,0 است 
2

3

 n این مفهوم بدون ابهام است ولی برای چند جمله ای صفر که همه جملات آن به صورت
قابل  آن چند جمله ای هایی  برای  فقط  مفهوم درجه،  بنابراین  کرد.  تعیین  را   n بزرگ ترین  نمی توان 
دقیق تر درجهٔ یک چند جمله ای  به طور  باشد.  ناصفر  آنها  از ضرایب  یکی  که حداقل  است  تعریف 
ناصفر مانند )...,a0, a1, ..., an( برابر است با بزرگ ترین اندیس k که ak  ≠  0. روشن است که این 
تعریف  درجه،  برای چند جمله ای صفر،  و  دارد  اعتبار  ناصفر  برای چند جمله ای های  فقط  تعریف 

نمی شود.

معرفی منابع برای معلمان
 جبر و مقابله / محمد بن موسی خوارزمی ترجمه حسین خدیوجم/ انتشارات اطلاعات 

 تاریخ ریاضیات / پرویز شهریاری / انتشارات مدرسه از سری کتاب های کوچک ریاضی
 عبارت ها و معادله های جبری / علی حسن زاده ماکویی/ انتشارات مدرسه

 همانی عبارت های جبری و کاربردهای آن / عبدالحسین مصحفی / انتشارات مدرسه
 نابرابری ها و نامعادله ها / میر شهرام صدر / انتشارات مدرسه

نمونه سؤال های ارزشیابی
1ــ حاصل عبارت های زیر را به ساده ترین صورت ممکن بنویسید.

) )الف x y)2 31

2
3a2b()2ab3(2-( )ب                                           

) )ج a bc ) ( ab c)− 2 3 2 23 2

4 3
) )د                        a bxy )( ax y)− −2 2 25 3

7 5  

) )هـ a bxy) ( a b y )−2 2 5 2 3 33 4

4 3
) )و               ab )( a b) (a b )− +5 5 2 2 32 25

3
5 2  

2ــ محیط و مساحت هر شکل را بیابید.

ax
3

2

ax
٤

۵
ax by2

by2

x y2 2

              )ج                                           )ب                                                               )الف
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٣ــ درجه عبارت های زیر را نسبت به x، نسبت به y و نسبت به y و x تعیین کنید. سپس هریک 
از عبارت های زیر را یک بار برحسب توان های نزولی x و یک بار برحسب توان های نزولی y مرتب 

کنید.
3x2y  +  4bx3y3-9xy2+5- )الف  

x6 +  x5y   - x2y4+2x3y3- x4y2+ x +1 )ب  

xk+1 yk   - 3yk+1xk-2- 3yk+3 + 5 )ج  

x )د y xy x y− +3 3 2 27 1 1

3 2 6
 

٤ــ اگر 10x+12-x(  =  -x٢(A و 3x2+1-2x-  =  )x(B و 4x2+6x-7=  )C)x حاصل عبارت های 
زیر را حساب کنید و سپس چند جمله ای به دست آمده را برحسب توان های نزولی x مرتب کنید.

)x(  +  B)x(-2C)x(A )الف  

A(x) )ب B(x) C(x)+ −1
3

2
 

)x(-B)x(]  +  3C)x(A]2 )ج  

)x(-A)x(.C)x(2B )د  
را  زیر  عبارت های  حاصل   ،C)x( = xm+1 و   B)x( = xm-x2m-1 و   A)x( = )xm-1(2 اگر  ٥  ــ 

تعیین کنید، سپس چند جمله ای به دست آمده را برحسب توان های نزولی x مرتب کنید.

B(x)A(x) )الف C(x)+ − 3
2

 
A(x) )ب B(x) C(x)+ −2  

٦  ــ حاصل عبارت های زیر را به کمک اتحادها به دست آورید.

x) )الف x )(x x )+ − − +2 3 2 37 1 7 1

5 4 5 4
 

)y )ب x )+ 22
3

 

)xy()xy+5+4-( )ج  
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x+y-2z(2( )د  

)a2-b()b+a2( )هـ  

) )و x y z )+2 7 22 3

3 4
 

)5xy-3x2()x2-3x+5y-x٣( )ز  

4x-y2(2( )ح  

)a+2b+c-3()a+3-2b +c( )ط  

) )ی k L )−3 5 21 12
3

2 5
 

٧x4y3+3x7y9(2( )ک  
)a  +  5()a -3()a2-2a  +15( )ل   

)xk+2+yk+2()xk+2-yk+2( )م  

) )ن a b )− − 21
2 3

2
 

)ambn-cmdn()ambn+cmdn( )ق  

a )ر b a b( ) ( )+ −−2 2

2 2
 

     2x-y()2x+y(]2(] )ش

)2xm-1()2xm+1()4x2m+1( )ت  

)x2+x+1()x2+x-2()x4+2x3+x+2( )ث  

a )خ a( )( )
a a

+ −3 3

3 3
 

٧ــ حاصل عبارت های زیر را به کمک اتحادها به دست آورید.
100012 )ب                               63-2503-2563 )الف  
437×423 )د                                             2752-752 )ج  
23-1023 )و                                 102-4302-4402 )هـ
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8  ــ به جای نقطه چین ها، عبارت مناسب بنویسید.

...+2x  -...(2=  ...-12x( )الف  

...+a2+12ab2  =٢) ...+ ...( )ب  

7y()x2+...( = )...(2 - 49y2- ...( )ج  

٢) ...+ ...( )د a= + +29 9

4 16
...  

چند مسئلۀ کاربردی نامعادلۀ یک مجهولی درجه اوّل
٩ــ زمین شناسی: در جریان حفّاری زمین در سال 1984، دانشمندان زمین شناس روسیه 

به این نتیجه رسیدند، که درجهٔ حرارت در x کیلومتری زیر سطح زمین از رابطهٔ زیر به دست می آید:
T=  25 )x-3( + 30                  )3  ≤  x  ≤15(  

که در این رابطه، T درجهٔ حرارت برحسب درجهٔ سانتی گراد است. مشخص کنید در چه محدوده ای 
از عمق زمین، درجهٔ حرارت بین C°200 تا C°300 تغییر می کند.

حل:
T (x ) x /= ⇒ = − + ⇒ =200 200 25 3 30 9 8  
T (x ) x /= ⇒ = − + ⇒ =300 300 25 3 30 13 8  

درنتیجه x   ≤ 13/8   ≥  ٩/8، یعنی در عمق 9/8 تا 13/8 کیلومتری زیر سطح زمین، درجهٔ حرارت 
بین C°200 تا C°300 تغییر می کند.

10ــ هوا شناسی: وقتی هوای گرم از سطح زمین به طرف بالا می رود، منبسط می شود و 
تقریباً بعد از 4000 پا. برای هر 1000 پا؛ 5/5 فارنهایت از درجهٔ هوا کم می شود. اگر درجهٔ حرارت 
رابطهٔ  از  زمین  سطح  از   h ارتفاع  در   )T( حرارت  درجه  آنگاه  باشد،   70°f زمین  سطح  اطراف  در 
T=  70-0/0055h به دست می آید. حدود تغییرات ارتفاع را وقتی که درجه حرارت هوا از f°40- تا 

f°26 تغییر می کند، به دست آورید.
Tحل:

/ h
T / h

− ≤ ≤
 ⇒ − ≤ − ≤
 = −

40 26

40 70 0 0055 26

70 0 0055

 

/ h / h⇒ − − ≤ − ≤ − ⇒ − ≤ − ≤ −40 70 0 0055 26 70 110 0 0055 44  
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h h
/ /

⇒ ≥ ≥ ⇒ ≥ ≥110 44
20000 8000

0 0055 0 0055
 

  26°f تا  -40°f  پا بالاتر از سطح زمین، حرارت هوا بین یعنی در ارتفاع ٨٠٠٠ تا 20000 
تغییر می کند.

11ــ روان شناسی: آی کیوی )IQ( افراد مختلف از فرمول زیر به دست می آید:
MAIQ
CA

= ×100  
برای  IQ  ≤   140   ≥80؛  که  درصورتی  است.  افراد  تقویمی  سنّ   CA و  هوشی  سنّ   MA آن  در  که 

بچه های 1٢ ساله حدود تغییرات سنّ هوشی را به دست آورید.
IQحل:

MA MAIQ MA
CA

CA

≤ ≤
 = × ⇒ ≤ × ≤ ⇒ × ≤ ≤ ×


=

80 140

12 12
100 80 100 140 80 140

12 100 100
12

 

/ MA /⇒ ≤ ≤9 6 16 8                                                           
درنتیجه سنّ هوشی بچه های 1٢ ساله بین 9/6 تا 16/8 است.

بیشتر   )R( باید سود  که  است،  واضح  تجارت سودآور  یک  در  اقتصاد:  و  تجارت  12ــ 
از هزینهٔ )C( باشد؛ یعنی R  >  C. اگر معادلهٔ هزینهٔ یک شرکت تولیدی ساعت در یک هفته به صورت 
 x باشد، که در این معادله ها R  =  2x و معادلهٔ سود شرکت در یک هفته به صورت C  =  300  +  1/5 x
تعداد ساعت های فروخته شده در یک هفته است؛ در این صورت این شرکت در هفته باید چند ساعت 

بفروشد، تا اینکه فعالیت تولیدی آن در واقع سود آور باشد.
Rحل: C

C / x x / x x
R x

>
 = + ⇒ > + ⇒ >
 =

300 1 5 2 300 1 5 600

2

 

درنتیجه برای اینکه فعالیت این شرکت سودآور باشد، باید در هفته بیشتر از 600 عدد ساعت 
بفروشد.

13ــ مجموعه جواب نامعادله های زیر را روی محور اعداد مشخص کنید:
2)x-3(+٥  < 5 -x )ب  3-2x  ≤  5 )3-2x( )الف

-7n ≤21  )د  m + ≤ −
−
7

1 2
3

ج( 
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y y− − >3
1

4 2
و(   q q+− − ≤ 1

2
4 3

هـ( 
p p p−− ≤ −2

4
3 2 4

ح(   2≤ 3m-7<14+2m )ز

x− ≤ + ≤9
4 32 68

5
ی(   x x(x ) (x )− − ≤ − +2 1 2 3

3 2
5 2 3 10

ط( 

x≤ − ≤2
15 7 21

5
ل(   ( x)− ≤ − − ≤2

6 1 4
3

ک( 
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اهداف
ــ یک جمله ای را تشخیص دهد و مفهوم ضریب عددی و قسمت حرفی را درک 

کند.
ــ مفهوم چند جمله ای را درک کند و بتواند چند جمله ای را برحسب توان های 

نزولی متغیر مرتب کند.
ــ مفهوم اتحاد را درک کند و فرق اتحاد با معادله را بداند

ــ اتحاد مربع دوجمله ای را به صورت عبارت کلامی بیان کند و درستی آن را از 
روش جبری و هندسی درک کند. 

ــ مفهوم تجزیه را بداند.
ــ در صورت امکان با استفاده از ب. م.م چند جمله ای را تجزیه کند و به تجزیه 

سه جمله ای ها به کمک اتحاد مربع دوجمله ای مسلط شود.

روش تدریس
هدف فعالیت صفحه 79 ارائه مفهوم یک جمله ای است، با انجام این فعالیت دانش آموزان باید 
بتوانند یک جمله ای ها را تشخیص دهند. سپس ضریب عددی و عبارت حرفی آنها را مشخص کنند.

y3 یک جمله ای نیستند زیرا از حاصل ضرب متغیرها با توان های صحیح و منفی در  x2 و 

اعداد به دست نیامده اند.
x و |x| یک جمله ای نیستند، زیرا به طور صریح از حاصل ضرب اعداد در متغیرها با توان های 

x
−= 11

صحیح و نامنفی به دست نیامده اند.

2x2+2x و x+1 یک جمله ای نیستند، زیرا در آنها از عمل جمع استفاده کردیم، درحالی که در 
یک جمله ای ها فقط از عمل ضرب )با توجه به تعریف( استفاده می کنیم.

3x یک جمله ای نیست، زیرا از ضرب اعداد در متغیرها )با توجه به تعریف( به دست نمی آید.

در ادامهٔ این فعالیت می خواهیم، عملیات روی یک جمله ای ها را یادآوری و تکمیل کنیم.
در قسمت ٢ فعالیت صفحهٔ ٨٠، درجهٔ یک جمله ای را نسبت به یک یا دو متغیر با استفاده از تکمیل 
جدول آموزش می دهیم، سپس چند جمله ای و درجهٔ چند جمله ای رانسبت به یک یا چند متغیر آورده ایم.

توان های  به  نسبت  را  چند جمله ای ها  که  می خواهیم  دانش آموزان  از  فعالیت،   ٣ قسمت  در 

 درس اوّل: عبارت های جبری و مفهوم اتحاد
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نزولی متغیر مرتب کنند و نتیجه این فعالیت آن است که »دو چند جمله ای وقتی با هم برابرند که صورت 
استاندارد آنها )یعنی برحسب توان های نزولی متغیر( با هم یکسان باشند«.

به  توجه  با  را  چند جمله ای ها  روی  عملیات  می خواهیم   81 و   80 صفحهٔ  کلاس  در  کار  در 
خاصیت توزیع پذیری یادآوری و تکمیل کنیم، سپس دانش آموزان چند جمله ای ها را ساده کنند.

نتیجه این کار در کلاس این است که »چند جمله ای ها فقط از جمع جبری یک جمله ای ها پدید 
نمی آیند، بلکه در بعضی مواقع از حاصل ضرب چند جمله ای ها در یکدیگر نیز حاصل می شوند«.

هدف از فعالیت صفحه 81 ارائهٔ مفهوم اتحاد است. با کامل کردن جدول ملاحظه می کنیم که 
مقادیر عددی دو ستون آخر با هم یکسان می شوند، سپس حاصل x+3(2( را با روش جبری به دست 
آورده و نتیجه می گیریم که حاصل آن x2+6x+9 است و به همین دلیل؛ دو ستون آخر جدول مقادیر 
عددی یکسانی دارند. در قسمت ٢ و ٣ این فعالیت می خواهیم دانش آموزان با ضرب پرانتزها، اتحاد 
مربع دوجمله ای را درک کنند، سپس با مقایسه دو طرف برابری اتحاد بتوانند با یک عبارت کلامی، این 
اتحاد را بیان کنند. سپس درستی این اتحاد را با روش هندسی درک کنند. در حقیقت در بیان اتحادها 

از دیدگاه جبری، دیدگاه هندسی و بیان اتحاد به صورت کلامی استفاده شده است.
در قسمت ٤ این فعالیت می خواهیم حاصل مربع تفاضل دو جمله یعنی   a-b(2( را پیدا کنیم و آن 
را با حاصل مربع مجموع دو جمله یعنی a +b(2( مقایسه کنیم و در نهایت آنها را با عبارت های کلامی 

مشابه هم بیان کنیم.
قسمت 1 کار در کلاس صفحه 83 می خواهد که با عبارت های کلامی به دست آمده برای اتحاد 

مربع دوجمله ای، حاصل عبارات داده شده را به دست آورید.
مربع  اتحاد  با  متناظر  کلامی  عبارت  درک  با  که  می خواهیم  کلاس  در  کار  این   ٢ قسمت  در 
دوجمله ای جاهای خالی را پر کند و این قسمت پیش زمینه ورود به تجزیه سه جمله ای هایی است که با 

این اتحاد تجزیه می شوند.
اگر  که  می کنیم  یادآوری  ابتدا  در  چند جمله ای ها است،  تجزیهٔ  به  ورود   ٨٣ صفحهٔ  فعالیت 
دوجمله ای  صورت  این  در  بنویسیم.  زیر  به صورت  را  جمع  به  نسبت  ضرب  توزیع پذیری  خاصیت 

ab+ac را تجزیه کرده ایم:
ab  +  ac  =  a)b +c(  

این روش در صورت وجود  به  و  معرفی کرده  را )ب.م.م( جملات چند جمله ای   a اینجا  در 
)ب.م.م( بین جملات می توان چند جمله ای را تجزیه کرد.
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مربع  اتحاد  از  استفاده  با  را  سه جمله ای ها  که  است  این   ٨٤ صفحهٔ  کلاس  در  کار  از  هدف 
دوجمله ای تجزیه کنیم. ابتدا باید تشخیص دهیم، کدام سه جمله ای ها به کمک این اتحاد با ضرایب 
گویا تجزیه می شوند. با توجه به سه جمله ای  ٢ab  +b2  +  a2 در سه جمله ای هایی که دو جملهٔ مربع کامل 
داشته باشند؛ اولی و دومی را تشخیص می دهیم. سپس اگر جملهٔ دیگر، دو برابر حاصل ضرب اولی و 

دومی باشد، به کمک اتحاد مربع دوجمله ای آن را تجزیه می کنیم.
یادآوری می کنیم که اگر بین جملات )ب.م.م( موجود بود، ابتدا به کمک )ب.م.م( گیری تجزیه 

می کنیم. سپس از اتحاد مربع دو جمله ای برای ادامه تجزیه استفاده می کنیم، مانند:

18ab  -  3a2b  - 27b  =  3b )6a-a2 -  9(  

 = -  3b  )a2 -  6a+9(  
= -  3b  )a   - 3(2 =   -3b)a-3()a-3(  

تمرین صفحۀ 85
. E D

∧ ∧
= ٢ــ چون ذوزنقه FCDE متساوی الساقین است، پس 

E D CHD FH B
FE CD

∧ ∧ ∆ ∆ = ′⇒ ≅
 =

)بنابر وتر و یک زاویه(    

HD EH m n′⇒ = = 2  
CHD :CD CH HD

∆
= +2 2 2  

( m n) CH (m n)⇒ = +2 2 2 2 23  
CH m n⇒ = 22 2  

مساحت ذوزنقه + مساحت مستطیل =  S )مساحت شکل(

( m n m n) m nm n m n ( )m n+ ×= × + = +
2 2 2

2 2 4 23 5 2 2
3 2 6 8 2

2
 

  3b = )ب.م.م(

A B

F C

E DH ′ H

m n23

m n22

m n25

m n22

m n23

m n23 m n23
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٦  ــ هدف تمرین این است که بگوییم حاصل a-b(2( را می توان با استفاده از اتحاد مربع مجموع 
دو جمله، مستقیماً محاسبه کرد.

)a+)-b((2  =  a2  +2)a( )-b(  +  )-b(2  
 ⇒  (a-b(2  =  a2  -  2ab  +  b2  

اشتباهات رایج
یکی از سؤال های متداول دانش آموزان در بحث عبارت های جبری، شمردن تعداد جمله های 
یک چند جمله ای است، آنها می گویند برای مثال 5x2+7x دوجمله ای است. از طرفی ٠ یک جمله ای 

محسوب می شود، اکنون آیا 5x2+7x  +0 سه جمله ای است؟
باید  ابتدا  تعداد جمله های چند جمله ای،  برای شمردن  بالا می توان گفت:  به سؤال  پاسخ  در 
تعداد  با یکدیگر جمع جبری می کنیم. سپس  این منظور جمله های متشابه را  برای  آن را ساده کرد. 

جمله های چند جمله ای ساده شده را می شماریم.
اضافه کردن جملهٔ  پس  است.   5x2+7x   دوجمله ای  5x2+7x  +0 عبارت  شدهٔ  ساده  می دانیم 

صفر، در تعداد جمله ها تأثیری ندارد.
 x x+ + +25 7 1 2 عبارت که  باشید  داشته  توجه 
1+ یک عدد حقیقی  2 سه جمله ای محسوب می شود. زیرا 
است و روی محور اعداد حقیقی یک نقطه منحصر به فرد است.

البته به طور دقیق تر می توان تعریف تعداد جمله های چند جمله ای رابه صورت زیر آورد تا این گونه 
بدفهمی ها ایجاد نشود.

یک  را  آن  باشد،  داشته  وجود  ناصفر  غیرمتشابه  جمله   k ناصفر،  چند جمله ای  یک  در  اگر 
این  اما  هستند،  یک جمله ای  مجدداً  ناصفر،  یک جمله ای های  تعریف،  این  با  می نامند.  k- جمله ای 
تعریف، برای صفر، تعداد جمله، تعریف نمی کند. اما قبلاً، بنا به تعریف، صفر را یک جمله ای محسوب 
کرده ایم. اشکالی که این مطلب، پیش آورده، این است که اگر مثلاً دو یک جمله ای غیرمتشابه را جمع 
کنیم باید یک دوجمله ای به دست آوریم، در حالی که  x  =  x + 0. این پارادکس نشان می دهد که در جایی 
اشتباه کرده ایم و این اشتباه در همین فکر ساده است که »اگر دو یک جمله ای غیرمتشابه را جمع کنیم 
یک دوجمله ای به دست می آید«. حرف درست آن است که »اگر دو یک جمله ای غیرمتشابه ناصفر را 
جمع کنیم یک دوجمله ای ساخته می شود«. بنابراین، در اینجا نیز باید صفر را کنار بگذاریم و مطلب 

مورد نظر را برای چند جمله ای های ناصفر بیان کنیم.

0 2 31

2222222222222222222222222222222222222222222

1 2
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اهداف
ــ اتحاد مربع سه جمله ای را به صورت عبارت کلامی بیان کند و مفهوم درستی آن 

را با روش جبری و هندسی درک کند.
با  آن را  بیان کند و مفهوم درستی  به صورت عبارت کلامی  اتحاد مزدوج را  ــ 

روش جبری و هندسی درک کند.
ــ اتحاد یک جمله مشترک را به صورت عبارت کلامی بیان کند و مفهوم درستی 

آن را با روش جبری و هندسی درک کند.
ــ چند جمله ای ها را به کمک اتحادهای مزدوج و یک جمله مشترک تجزیه کند.

روش تدریس
در درس اوّل اتحاد مربع دوجمله ای بررسی شد، در این فعالیت اتحاد مربع سه جمله ای با دو روش 
جبری بیان می شود. روش اول همان ضرب پرانتزها و استفاده از خاصیت پخشی است. در روش دوم از 

اتحاد مربع دوجمله ای استفاده می کنیم که در آن )a+b( را جمله اول و c را جمله دوم در نظر می گیریم.
در اینجا از دانش آموزان بخواهید که برای این اتحاد یک عبارت کلامی بیان کنند، سپس به 

کمک عبارت کلامی در مرحلهٔ  بعد حاصل ٢)a+b  -c( را به صورت زیر بیابند.
)a+b-c(2=)a+b+)-c((2=a2+b2+)-c(2+2ab+2a)-c(+2b)-c(  
                                      =a2+b2+c2+2ab-2ac-2bc      

برای درک درستی این اتحاد، علاوه بر روش جبری می توان از دیدگاه هندسی نیز درستی این 
اتحاد را درک کرد. برای این منظور مربعی به ضلع )a+b+c( را در نظر بگیرید، مساحت این مربع برابر 
با a+b+c(2( است که می توان این مساحت را به صورت مجموع مساحت های چهارضلعی های به کار 

رفته در شکل زیر در نظر گرفت.

S  =  S1+ S2+ ... + S9  
)a+b+c(2=a2  +  b2 +  c2  + 2ab  + 2ac  + 2bc  

 درس دوم: چند اتحاد دیگر، تجزیه و کاربردها

S a2
1 S ab2 S ac3

S ba4 S b2
5 S bc6

S ca7 S cb8 S c2
9

a b c

a b c
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بیان  اتحاد  این  با روش جبری  ابتدا  بیان شده است،  اتحاد مزدوج  این فعالیت،  در قسمت ٢ 
می شود، سپس از دیدگاه هندسی درستی اتحاد را درک کنیم، برای این منظور در سمت راست یک 
مربع به ضلع a را ملاحظه می کنید که مساحت آن برابر با a2 است، اگر از این مربع مساحتی به اندازه 
b2 )مساحت مربع به ضلع b( را جدا کنیم، آن گاه مساحت قسمت باقی مانده برابر با  )S = )a2-b2 است. 

اکنون در قسمت پایین شکل سمت راست یک مستطیل با ابعاد b و )a-b( را ملاحظه کنید، چنانچه 
این مستطیل را از قسمت خط چین جدا کنید و به پهلوی سمت راست شکل باقی مانده بچسبانید یک 
مستطیل به ابعاد )a+b( و )a-b( به دست می آید که مساحت آن برابر با )S = )a+b( )a-b است درنتیجه:

S  =  a2-b2=)a+b()a-b(  

توجه: بیان عبارت کلامی متناظر با این اتحاد ضروری است.

مزدوج،  اتحاد  کمک  به  می خواهیم  دانش آموزان  از  کلاس،  در  کار   ٢ قسمت   ،87 صفحه 
حاصل ضرب پرانتزها رامحاسبه کنند، برای این منظور جمع جبری جملاتی که در هر دو پرانتز علامت 

یکسانی دارند، به عنوان اولی و بقیه جملات پرانتز اوّل را دومی در نظر می گیریم، برای مثال:
)-4y-2z( )2z-4y(  =  )-4y(2  -  )2z(2  =  16y2  -  4z2  
چون 4y- در هر دو پرانتز یکسان است، پس اولی =4y- درنتیجه دومی =  2z است.

)a-b-c+d( )b  -a  -  c +d(  =  [)-c  +  d(  +  )a -  b(]  [)-  c  +  d(  -  )a - d(]   
= ) -c  + d(2-  )a-  d(2  

.)a  -b( = درنتیجه دومی ،)-c  + d(= در هر دو پرانتز یکسان است، پس اولی )-c  + d(چون
کامل  مربع  دو  تفاضل  به صورت  که  را  جبری  عبارت های  می خواهیم   87 فعالیت صفحهٔ  در 
هستند، به کمک اتحاد مزدوج تجزیه کنیم. برای این منظور اولی =A و دومی = B در نظر گرفته ایم. 

عبارت کلامی زیر می تواند در تجزیه کردن مفید واقع شود.
)دومی - اولی(  )دومی + اولی(  =  مربع دومی - مربع اولی  

تجزیه شدن  قابل  همهٔ جملات  که  جایی  راتا  تجزیه  که  متذکر شوید  فعالیت،  این   6 قسمت  در 
باشند، ادامه می دهیم.

x y (x ) (y ) (x y )(x y )

(x y)(x y)(x y )

− = − = − +

= − + +

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2






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در قسمت ٢ کار در کلاس صفحهٔ ٨٨؛ با چند تمرین، کاربرد اتحادها را در ساده شدن محاسبات 
عددی ملاحظه می کنید.

497 *  503  =  )500-3( )500+ 3 ( = 5002- 32  = 259991  
)1001(2   =  )1000+1(2= )1000(2+2)1000(*1+12=1002001  

در فعالیت صفحهٔ 88، اتحاد یک جمله مشترک بیان شده است. توجه کنید که دیدگاه هندسی 
برای درک بهتر این اتحاد در تمرین ٥ صفحه 89 آمده ست.

اتحاد یک جمله  از  استفاده  با  را  تجزیه سه جمله ای ها  فعالیت، می خواهیم  این  در قسمت ٢ 
مشترک انجام دهیم. برای این منظور معمولاً در سه جمله ای یک جمله مربع کامل داریم که از آنجا، 
جملهٔ مشترک را پیدا می کنیم. برای مثال برای تجزیه سه جمله ای x2+7x+10؛ چون x2 مربع کامل 
است، پس جملهٔ مشترک = x. حال دو عدد صحیح پیدا می کنیم که حاصل ضربشان 1٠+ و حاصل 
جمعشان ٧+ باشد. چون علامت 1٠ مثبت است. پس هر دو عدد هم علامت هستند، درنتیجه جدول 

زیر را برای دو عدد خواهیم داشت که فقط در یک حالت حاصل جمعشان برابر با ٧+ است. 

x+yyxنتیجه
+7+5+2
*-٧-5-٢xy=10⇒
*+11+10+1
*-11-10-1

درنتیجه داریم:
x2  +  7x  +10  =  )x  +2(  )x  +5(  
   )y2-y-6  =  )y+2()y-3:مثال دیگر

مربع کامل  
x+yyxنتیجه

*+1+3-2
-1-٢+٣

xy  = -٠ >٦
*-5-٦+1
*+٦+٥-1



107

توجه: بعد از حل چند تمرین، از دانش آموزان بخواهید، جدول را ذهنی 
تصور کنند و جواب را بگویند.

تمرین صفحۀ 89
٤ــ هدف تمرین این است که با استفاده از اتحاد یک جمله مشترک می توان درستی اتحاد مربع 
دو جمله ای رابه دست آورد. در حقیقت اتحاد مربع دوجمله ای حالت خاصی از اتحاد یک جمله مشترک 

است.
)x+a()x+b( = x2+)a+b(x+ab   )1(  

     )1(                                                                                                                  
  a=b  ⇒    )x+a()x+a(= x2+  )a+ a(x+a * a  
⇒(x+a(2= x2+2ax+a2  

همچنین اگر a و b قرینه باشند، یعنی  b  =   -a در این صورت اتحاد مزدوج به دست می آید، یعنی 
اتحاد مزدوج نیز حالت خاصی از اتحاد یک جمله مشترک است.

b  =   -a   ⇒ )x+a()x-a(  =x2+  )a  +)-a((x  + a×)-a(  
⇒(x+a( )x-a(  =  x2- a2                                                                             
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اهداف
ــ تعریف نابرابری را بداند و بتواند در حل مسائل از تعریف استفاده کند.

a علامت متغیرهای b ،a و c را تعیین کند.  b
c

>
2

ــ در یک نابرابری مانند 0
ــ خواص نابرابری ها را درک کند.

ــ با استفاده از خواص نابرابری ها، نامعادله درجهٔ اول یک مجهولی را حل کند 
و مجموعهٔ جواب آن را به دست آورد.

روش تدریس 
با مفهوم  هدف از فعالیت صفحهٔ 90 ارائه مفهوم و تعریف نابرابری است. دانش آموزان قبلاً 

برابری با علامت »  = « و نابرابری با علامت »  ≠  « آشنا شده اند.
در حالتی که نابرابری بین دو عدد رخ می دهد در این صورت یکی از عددها از دیگری بزرگ تر 
است، مانند ٢ ≠٣ و در اینجا ٣ بزرگ تر از ٢ است و می نویسیم ٢<  ٣، اکنون می خواهیم مفهوم ٢<  ٣ را 
بیان کنیم. برای این منظور از مفهوم برابری استفاده می کنیم. ٢<  ٣، یعنی اینکه مقدار مثبتی وجود دارد 
که اگر آن را به کوچک تر یعنی ٢ اضافه کنیم، حاصل برابر با ٣ می شود و آن مقدار مثبت، عدد 1 است.
در فعالیت، کفه های ترازو در حقیقت بیان کننده مفهوم بالا است، کفهٔ وزنه سنگین تر پایین تر 

است، پس :
a b≠  ، a b>  ، b a<  

فعالیت  این  در  که  است  دو طرفه  رابطهٔ  یک  نابرابری  تعریف  شد،  گفته  قبلاً  همان طورکه 
خواسته   شده برای رابطه های برابری زیر یک نابرابری بین متغیرها بنویسند.

الف( وقتی x  =  y  +4، یعنی به y، ٤ واحد که اضافه شود، حاصل آن برابر x می شود، پس x از 
y بزرگ تر است.

.m  >    n   و از اینجا واضح است که m  =  n  + 2 می توان نوشت ،m  +1=  n  + 3 )ب
.a  > b و درنتیجه a  =  b  + 5 یعنی ،a  -  2=  b  + 3 )ج

د( 2m  =  3n، یعنی اگر m دوبرابر شود و n را سه برابر کنیم، حاصل آنها با هم برابر می شود.
.m  > n در عدد کوچک تری ضرب می شود، پس m هر دو مثبت هستند و n  ,  m از آنجا که

، یعنی اگر n در کسری بزرگ تر از  m n= 3

2
یا به طور ساده از 2m  =  3n می توان نتیجه گرفت 

واحد ضرب شود حاصل آن با m برابر می شود، پس m از n بزرگ تر است.

 درس سوم: نابرابری ها و نامعادله ها
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در قسمت ٢ کار در کلاس صفحهٔ ٩1 می خواهیم با استفاده از نابرابری های داده شده نوعی 
استدلال کنیم و به کمک آن علامت متغیرها را پیدا کنیم.

. − >/3 الف( نادرست است. برای مثال 0<  5  +3- و این درحالی است که 0
ب( درست است، زیرا اگر حاصل ضرب دو عدد مثبت باشد، آن گاه هر دو مثبت یا هر دو منفی 

است یعنی b,a هم علامت هستند.

ab در این صورت دو حالت زیر را داریم.
c

ج( اگر 0>

حالت اوّل: صورت منفی و مخرج مثبت است. یعنی:

ab a , b

c a , b

< > < 
 ⇒ 
 > < > 

0 0 0

0 0 0

                                                                                         یا 

حالت دوم: صورت مثبت و مخرج منفی است، یعنی:
ab a , b

c a , b

> > > 
 ⇒ 
 < < < 

0 0 0

0 0 0

                                                                                         یا 

درنتیجه ٤ حالت مختلف پاسخ علامت های c, b, a است. بنابراین قطعاً نمی توان گفت که هر 
سه عدد منفی هستند، پس قسمت ج نادرست است. 

ج( درست است، چون همواره a2 نامنفی است، پس برای اینکه a2b  <0 باید b منفی باشد.
پاسخ قسمت ٣ کار در کلاس صفحهٔ ٩1:

 3x  -1> 7    
 8  >  -2x +  3    

هدف از فعالیت صفحهٔ ٩1، ارائه خواص نابرابری ها است. در اینجا می خواهیم دانش آموز با 
استدلال استقرایی خواص نابرابرها را کشف کند.

خاصیت ها را می توان با تعریف نابرابری به صورت زیر اثبات کرد.
اثبات خاصیت ١:

a b p : a b p a c (b c) p> ⇒ ∃ > = + ⇒ + = + +0  
a c b c⇒ + > +                                               
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اثبات خاصیت ٢:
ca b p : a b p ac bc pc>> ⇒ ∃ > = + = +00  

pc ac bc> >0                                                                          

اثبات خاصیت ٣:
ca b p : a b p ac bc pc<> ⇒ ∃ > = + = +00  

pc pcac ( pc) bc bc ac< − >+ − = >0 0
 

در قسمت ٣ این فعالیت، می خواهیم مفهوم مجموعه جواب نامعادله درک شود، سپس در ادامه 
به کمک خواص نابرابری بتواند نامعادله یک مجهولی در جداول را حل کند و مجموعهٔ جواب آن را 

به دست آورد.  
تمرین صفحۀ ٩٣:

a-b =  1 ⇒ a  = b  +  1 ⇒  a  > b 1ــ الف(  
u-v =  -2 ⇒ u+2= v  ⇒  v  > u ب( 

p q p q p q q p− = − ⇒ + = ⇒ + = ⇒ >1
2 2 2 3 2 1 2

2
ج( 

a b a b a b b a− = − ⇒ − = − ⇒ + = ⇒ >3 6 6
2

د( 

٢ــ الف( چون b2 همواره نامنفی است، پس صورت کسر باید منفی باشد؛ یعنی:

یا
                                                                                              

a ,c
ac

a ,c

> << ⇒ 
< >

0 0
0

0 0
 

.b<0 یا b >0 می تواند مثبت یا منفی باشد، یعنی b البته

                                                            یا
b , c

a , bc
b , ca

bc b , c
a , bc

b , c

 > <
 > < ⇒ 
 < > > ⇒ 

> >  < > ⇒   < < 

0 0

0 0

0 0
0

0 0

0 0

0 0

ب(  

یا
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a2  >  b2  ⇒  a2 - b2  >  0   ⇒   )a+b(  )a-b(  > 0 ٤ــ نادرست است، زیرا:  

و

                                                                  

a b
a b , a b

a b

a b
a b , a b

a b

 >
 + > − > ⇒ 
 > −

⇒ 
 < + < − < ⇒  < −



0 0

0 0

یا 

                                                                                                

. − >3 2 مثال نقض: 22  >  2)3-( و این درحالی است که 
5  ــ از آنجا که a  ,  b  >0، پس a  +  b  >0 و داریم:

a2  >  b2  ⇒  a2 - b2  >  0   ⇒   )a-b(  )a+b(  > 0  
(a b) (a b) a b+ > − > ⇒ >0 0  

.3x  ≤2x+300  باشد، پس x ٦  ــ الف( فرض کنید پول علی برابر با
. a b+ ≤1

4 6
2

ب( 
٧ــ دو نفر روی هم در هر روز نیاز به 450=)85  +  65(*3 کیلو کالری انرژی دارند. فرض کنیم 

آنها x روز می توانند با این مواد غذایی در جنگل دوام آورند، پس داریم:
450x  ≤ 4500  ⇒ x  ≤  10  

درنتیجه آنها حداکثر 1٠ روز می توانند در جنگل با این مواد غدایی دوام بیاورند.
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6 صل
ف �  خط و معادله های خطی

گچ بری،  خطاطی،  نگارگری،  کاشی کاری،  فرش بافی،  در  خط ها  و  هندسه  کاربرد 
کتیبه نویسی،  تذهیب و … غیرقابل انکار، و بسیار حائز اهمیت است. از انواع خط 

برای ایجاد زاویه ها و جداسازی فضاها استفاده های فراوان شده است.

ع(
ن )

سی
 ح

مام
ا، ا

هد
لش

یدا
 س

هر
مط

رم 
 ح

ای
سر

 و 
حن

 ص
فِ

سق
از 

ی 
خش

ب



113

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

نگاه کلی به فصل
این فصل شامل سه درس است. ابتدا مفهوم معادلهٔ خط با استفاده از رابطهٔ بین طول و عرض 
نقطه ها و قرار گرفتن بی شمار نقطه در کنار هم برای ساختن یک خط آغاز می شود. در درس دوم 
مفهوم شیب و عرض از مبدأ خط طرح شده و به کمک آن علاوه بر رسم خط، معادلهٔ خط مورد نظر پیدا 
می شود. در درس آخر این فصل مفهوم دستگاه معادله های خطی و روش های حل دستگاه، آموزش 
داده می شود. همچنین دانش آموزان یاد می گیرند که به کمک تشکیل دستگاه معادله، مسئله ها را نیز 

حل کنند.

نقشه مفهومی

اتحاد
معادله

معادله دو مجهولی

 رسم خط با نقطه یابیمعادله خط

 روش ترسیمی   شیب خط عرض از مبدأ

پیدا کردن معادله خط دستگاه معادلات

 روش جایگزینی   روش حذفی

تصویر عنوانی
تصویر آغازین این فصل نمایشگر کاربرد خط در نقش های معماری اسلامی است. این ویژگی 
یکی از کاربردهای خط است و به طور کلی می توان خط را به عنوان ماده اولیه هندسه نام برد و با توجه 

به تأثیر و کاربرد هندسه در زندگی روزمره و یا سایر دروس اهمیت خط بیش از پیش آشکار می شود.
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دانستنی هایی برای معلم
معادله های خطی یک نوع خاص از انواع معادله های دو مجهولی است. این موضوع در واقع 
بخشی از یک مفهوم کلی تر به نام تابع است. تابع نیز نوع خاصی از رابطه است. به همین دلیل درس 
معادله خط با مفهوم رابطه آغاز شده است. دو یا چند کمیت می توانند به طرق مختلف با هم رابطه داشته 
باشند. البته مفهوم رابطه بسیار عام تر است. برای مثال والدین با فرزندان رابطه دارند. دو پسرعمو با 

هم رابطه دارند. میزان انرژی تولید شده در بدن ما با مقدار غذایی که میل می کنیم رابطه دارد.
تابع در درس های مختلف ریاضی،  و  رابطه  مفهوم  فراوان دو  کاربرد  و  به گستردگی  توجه  با 
موضوع تابع در کانون توجهات آموزشگران ریاضی قرار داشته است و در این زمینه مطالعات فراوانی 
شده  انجام  پژوهش های  عمده  مرور  با   1991 درسال   )Anna  Sfard( آنا اِسفارد  است.  شده  انجام 
درخصوص تابع و آموزش آن جمع بندی کرد که مفاهیم مرتبط با تابع در دیدگاه فرایندی )Process(  و 

عینی )objective( بررسی می شوند.
به عینی شدن مفاهیم  به فرایندها پرداخته می شد و کمتر  به طور سنتی  این مفاهیم  در آموزش 
توجه شده است. برای مثال وقتی یک معادلهٔ خطی مثل 2y - 3x = 4 را به دانش آموزان بدهیم و از 
آنها بخواهیم شیب و عرض از مبدأ خط را پیدا کنند، آنها می توانند با طی کردن یک فرایند متداول و 
مشخص و تبدیل این معادله به فرم استاندارد y = mx + n، مقدار شیب و عرض از مبدأ را پیدا کرده و 
بیان کنند، اما این دو مفهوم برای آنها عینی نشده است به همین دلیل در پاسخ به سؤال زیر قادر به رسم 

تقریبی خط نیستند و درک درستی از این دو مفهوم از خود نشان نمی دهند.
سؤال: اگر a <0 , b >0 , y = ax + b باشد، موقعیت خط را در محورهای مختصات به طور 

تقریبی رسم کنید.
بحث  دارند.  متعددی   )representation( بازنمایی های  تابع،  مثل  مفاهیمی  دیگر  طرفی  از 
برای  گرفته است.  قرار  ریاضی  آموزشگران  توجه  مورد  بسیار  نیز  مفهوم  بازنمایی های مختلف یک 
با  توصیف کرد، همچنین می توان  به صورت کلامی  را می توان  بین دو کمیت(  رابطهٔ  یا  )و  تابع  مثال 
 بیان کرد که به آن بازنمایی جدول نیز می گویند. تابع را می توان با  

  

2

3
زوج های مرتب مثل )2,3( یا 

یک ضابطهٔ  جبری نشان داد و یا نمودار آن را به صورت گرافیکی رسم کرد. بنابراین توصیف کلامی، 
جدول، جبری و گرافیکی، 4 بازنمایی مختلف تابع هستند. در جدول زیر رابطهٔ بین دیدگاه های مختلف 

و بازنمایی های متنوع تابع ارائه شده است.
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گرافیکیجبریجدول  دیدگاه                  بازنمایی

فرایندی

عینی

ارائه شوند  کنار هم  تابع در  بازنمایی های مختلف  که  آموزش خوب وقتی شکل می گیرد  یک 
و دانش آموز قادر باشد در هر ردیف )فرایندی یا عینی( در بین بازنمایی های مختلف حرکت کرده و 

هر کدام را به دیگری تبدیل کند.
موضوع  این  بازنمایی،  هر  در  و  کرده  عینی حرکت  به  فرایندی  دیدگاه  از  بتواند  باید  همچنین 
نهادینه شود. در برنامه جدید آموزش معادلات خطی در کتاب ریاضی نهم سعی شده است تا براساس 
این چهارچوب نظری تألیف انجام شود تا دانش آموزان از مفاهیم مرتبط با معادلات خطی درک بهتری 

داشته باشند.

توسعه مفاهیم
در صورتی که دانش آموزان شما توانایی لازم را برای طرح موضوعات تکمیلی دارند می توانید 
جهت تعمیق موضوعات این فصل به مفهوم دسته خط اشاره کرده و از دانش آموزان بخواهید نقطهٔ  
با طرح مسئله های  بر مثال های کتاب  پیدا کنند. همچنین می توانید علاوه  هم رسی یک دسته خط را 
ترجیحاً واقعی و کاربردی، زمینه را برای مدل سازی جبری فراهم کرده و دانش آموزان با تبدیل مسئلهٔ 

داده شده به معادله ای خطی و تشکیل دستگاه بتوانند آن را حل کنند.
علاوه براین می توانید مفاهیم مخلتف این درک را با هم ترکیب کرده و مسئله های ترکیبی مانند 

نمونه زیر طرح کنید.
»معادله خطی را بنویسید که از محل برخورد خط های 2x-y=4 و 3y-2x=5 بگذرد و خط 

y=2x-1 را در نقطه  ای به طول 2- قطع کند.«
طرح موضوعاتی مثل فاصلهٔ دو نقطه روی محورهای مختصات و همچنین شیب دو خط عمود 

برهم نیز می تواند به غنای بیشتر موضوعات این فصل بیفزاید.

استفاده از ابزار و تکنولوژی
برای رسم منحنی تابع های مختلف، انواع و اقسام نرم افزارها وجود دارد. با وارد کردن معادلهٔ 
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یک تابع یا یک خط، نمودار آن رسم می شود و دانش آموزان می توانند شکل توابع مختلف را مشاهده 
کنند.

نرم افزار GeoGebra نیز برای آموزش معادله خط بسیار کارآمد است. چرا که در این نرم افزار 
می توانید بازنمایی های مختلف تابع را به صورت هم زمان برای دانش آموزان نمایش دهید.

همچنین می توانید با تعریف دو متغیر )لغزنده( b, a  در این نرم افزار خط به معادله y=ax+b را 
رسم کنید. با تغییر دادن مقدارهای متغیر a )با توجه به ثابت بودن مقدار b( شیب خط تغییر کرده و 
دانش آموزان می توانند رابطهٔ بین شیب خط و مقدار a را درک کنند. پس از آن می توانید مقدار a را 
ثابت در نظر بگیرید و با تغییر مقدار b دانش آموزان مفهوم عرض از مبدأ را درک کنند. به این ترتیب 

می توانید فعالیت اول درس دوم این فصل را شبیه سازی کنید.
تا  کنید  شبیه سازی  را  تمرین ها  و  کلاس ها  در  کار  فعالیت ها،  تمام  می توانید  نرم افزار  این  با 
دانش آموزان درک بهتری نسبت به این مفاهیم پیدا کنند. این نرم افزار همچنین ابزار مناسبی برای رسم 

خط است و در زمان تدریس صرفه جویی خواهد کرد.

نمونه سؤال  های ارزشیابی
١ــ خط 2y-4x=8 را در محورهای مختصات رسم کرده، شیب و عرض از مبدأ آن را پیدا 

کنید.
روی این خط قرار دارد؟ − 

  

1

2
 ـ آیا نقطهٔ  ٢ـ

٣ــ نقطه ای از این خط را مشخص کنید که طول آن 2 باشد.
٤ــ نقطه  ای به عرض 1- از این خط مشخص کنید.

٥  ــ  محل تقاطع خط را با محورهای مختصات مشخص کنید.
بگذرد.  

  

1

2
٦ــ  مقدار k را طوری تعیین کنید که خط 2k-1( y-kx=k+1( از نقطهٔ

روی خط y=2x-1 واقع شود.
p

p+

 
 
 

2

1
 ـ مقدار p را طوری تعیین کنید که نقطهٔ ٧ـ

 ـ معادله خطی را بنویسید که از دو نقطهٔ داده شده بگذرد. ٨  ـ

 )الف
   
      

2 2

0 2 − )ب                                       −

   
      

1 2

5 5                                          

 )ج
   
      

2 4

3 1  )د                                        
  
     

10

0 5                                             
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 ـ زاویهٔ بین دو خط y=2 و x=4 را پیدا کنید. ٩ـ
١٠ــ دستگاه معادله های خطی زیر را حل کنید.

x y
x y

− =
 − =

2 3 5

5 2  

y x
x y

= −
 + =

2 3

4  

 ـ قیمت یک دفتر و 3 ماژیک 2900 تومان و قیمت 2 دفتر و یک ماژیک 4300 تومان  ١١ـ
است. قیمت هر کدام را پیدا کنید.

١٢ــ جرم 5 گلوله کوچک و 2 گلوله بزرگ 3500 گرم و جرم 4 گلوله کوچک و 3 گلوله 
بزرگ 4900 گرم است. جرم هر گلوله را پیدا کنید.
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اهداف
ــ آشنایی با مفهوم رابطه بین دو مقدار

ــ  درک مفهوم رابطهٔ خطی
ــ رسم خط  با معادله داده شده

ــ پیدا کردن نقطه ای از خط با معادله داده شده با ویژگی مورد نظر 
ــ درک تفاوت معادله خط و اتحاد

ابزار مورد نیاز: 
١ــ صفحهٔ شطرنجی

٢ــ خط کش

روش تدریس
این  برای  کتاب درسی  در  آغاز می شود.  مقدار  دو  بین  رابطه  مفهوم  با  این فصل  اول  درس 
موضوع سه مثال ذکر شده است. شما می توانید مثال های دیگری را نیز مطرح کنید. هدف فعالیت اول 

این درس آشنا کردن دانش آموزان با مفهوم رابطهٔ خطی بین دو مقدار است.
همچنین در این فعالیت، 3 بازنمایی مختلف خط )جدول، جبری و گرافیکی( در کنار هم مطرح 
می شوند. دانش آموزان پس از پیدا کردن نقطه ها متوجه می شوند که ویژگی این نقطه ها این است که 
روی یک خط قرار دارند، سپس رابطهٔ بین دو مقدار را به صورت جبری y=2x بیان می کنند. در 
کار درکلاس مربوطه نیز نمونه دیگری از رابطهٔ خطی در کنار یک رابطهٔ غیر خطی مطرح می شود تا 

دانش آموزان درک بهتری از مفهوم رابطه بین دو مقدار پیدا کنند.
در فعالیت دوم هدف این است که دانش آموزان بی شمار جواب های یک معادله درجه اول دو 
مجهولی را پیدا کنند و تفاوت آن را با اتحاد بیان کنند. نکته جالب این است که یک معادله دو مجهولی 
در  را  دو مجهولی  معادله  کردن جواب های یک  پیدا  نحوه  نیست.  اتحاد  ولی  دارد  بی شمار جواب 

کلاس به بحث بگذارید.
فرم  همچنین  و  شده  داده  خط  یک  برای   y  ,  x بین  رابطهٔ  زدن  حدس  فعالیت  این  ادامهٔ  در 
استاندارد y=ax+b آموزش داده می شود. در کار در کلاس این قسمت با تمرین رسم خط با معادله 

داده شده خط های مبدأ گذر نیز مطرح می شود.
در  همچنین  و  است  نظر  مورد  معادلهٔ خط،  زدن  رسم خط، حدس  بر  فعالیت سوم علاوه  در 

 درس اول: معادله خط
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کار در کلاس یاد می گیرند که با دو روش ترسیمی و تحلیلی، یک نقطه از خط را پیدا و این دو روش را 
با هم مقایسه کنند.

سؤال 3 از تمرین های این درس یکی از سؤال هایی است که در مطالعه تیمز مطرح شده بود. 
نوزاد یک مقدار  تولد،  بدو  پاسخ درست است چون نشان می دهد که در  شکل سوم از سمت چپ 

مشخص قد دارد و همچنین فرایند رشد آن ابتدا سریع است ولی پس از مدتی ثابت می ماند.
در سؤال 4 نیز هدف صرفاً حدس زدن رابطهٔ بین y , x است. دانش آموزان با این نمونه ها در 

کلاس هشتم نیز آشنا شده بودند پاسخ ها به ترتیب عبارت است از: 
y=3x )الف y=x+2 )ب                         y=3x+1 )ج 

توصیه های آموزشی
١ــ حدس زدن معادله خط با داشتن دو نقطه کار ساده ای نیست، لذا از طرح تمرین های پیچیده 
در این قسمت خودداری کنید. دانش آموزان پس از اینکه شیب و عرض از مبدأ را یاد گرفتند می توانند 

معادله خط را به طور مستقیم به دست آورند.
٢ــ روش  های مختلف )ترسیمی ــ تحلیلی( را در حل تمرین ها به کار ببرید و با هم مقایسه کنید. 

این کار به درک بهتر موضوع کمک می کند.
٣ــ استفاده از نرم افزارهایی مثل GeoGebra برای آموزش بهتر این موضوع توصیه می شود.

اشتباهات رایج
ــ وقتی مسئله از دانش آموزان نقطه ای از خط را می خواهد آنها به طور معمول به پیدا کردن 
x یا y اکتفا می کنند و نقطهٔ مورد نظر را نشان نمی دهند. برای مثال محل برخورد y=1x-2 با محور 

. x=1 است نه  
 
 

1

0

طول ها نقطهٔ

ــ در حدس زدن معادلهٔ خط، یک معادله ای می نویسند که نقطه برای یکی از نقطه ها درست 
است و فراموش می کنند نقطهٔ دیگر را امتحان کنند.



120

اهداف
 ـدرک مفهوم شیب و عرض از مبدأ ـ

ــ پیدا کردن معادله خط با داشتن شیب و عرض از مبدأ
ــ رسم خط با کمک مفهوم شیب و عرض از مبدأ

ابزار مورد نیاز:
1ــ صفحهٔ شطرنجی

2ــ خط کش
3ــ نرم افزارهای مرتبط

روش تدریس
به سه صورت مختلف آشنا می شوند. در فعالیت  با مفهوم شیب   در این درس دانش آموزان 
اول صرفاً با مفهوم شیب و عرض از مبدأ آشنا می شوند و متوجه می شوند که تغییر دو پارامتر b , a در 
معادلهٔ خط y=ax+b چه تأثیری در شکل خط در محورهای مختصات می گذارد. در این فعالیت توجه 
آنها را به  شیب های مثبت و منفی جلب کنید. در کار درکلاس مربوطه نیز دانش آموزان به صورت 
فرایندی شیب و عرض از مبدأ خط های داده شده را پیدا می کنند، بدون آنکه از این دو مفهوم درک 

عینی داشته باشند.
پیدا  بهتری  از مفهوم شیب خط یک درک  تا دانش آموزان  در فعالیت دوم تلاش شده است 
کنند. ابتدا با مقایسه شیب سه خط، پله و نسبت ارتفاع به طول شیب یک خط به صورت قدر مطلق 

معرفی می شود.
در سؤال های 3 و 4 این فعالیت دانش آموزان با رسم مثلث قائم الزاویه و نوشتن نسبت ارتفاع 
به قاعده )y به x( مقدار شیب را پیدا می کنند. اگر مثلث  سمت راست خط  شکل بگیرد شیب مثبت و 

اگر سمت چپ باشد شیب منفی خواهد بود.
در پایان فعالیت یاد می گیرند تا به کمک مفهوم شیب و عرض از مبدأ یک خط را رسم کنند. 
در مرحله اول، به کمک مفهوم عرض از مبدأ، نقطهٔ اول را پیدا می کنند. در مرحله دوم به کمک مفهوم 
شیب دوم یک مثلث قائم الزاویه، نقطهٔ دوم خط را پیدا کرده و در مرحله سوم با داشتن دو نقطه، خط 

را رسم می کنند.

 درس دوم: شیب و عرض از مبدأ خط
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در فعالیت سوم این درس دانش آموزان با خط های موازی محورها آشنا می شوند. برای اینکه 
 ax+by=c  می توانند معادلهٔ خط باشند لازم است فرم کلی معادله های خطی   y=3 , x=2 درک کنند
معرفی شود و دانش آموزان با قراردادن مقادیر مختلف به جای c, b, a خط های مختلفی را به دست 

آورند.
پس از آن متوجه می شوند که چگونه با تعیین ضرائب c ,b , a می توانند معادله خط x=2 را 
پیدا کنند. در کار درکلاس مربوطه نیز به تمرین رسم خط های موازی محورها و نوشتن معادله های 

آنها می پردازند.
سؤال 4 قسمت تمرین بسیار کلیدی است. وقتی ٠> a و ٠ < b باشد شکل خط به صورت زیر 

خواهد شد.





این زاویه نشان می دهد که شیب خط مثبت است

این فاصله نشان می دهد که عرض از مبدأ منفی است

در سؤال 5 نیز می توان با رسم مثلث قائم الزاویه و داشتن عرض از مبدأ معادله خط را نوشت. 
در شکل سمت چپ خط محور عرض ها را در نقطه ای به عرض 1 قطع کرده است پس عرض از مبدأ 
1 است. با توجه به مثلث رسم شده شیب خط 2 و با توجه به اینکه مثلث سمت چپ خط است شیب 

. y = -2x + 1 :منفی می شود )1-(. پس معادله خط عبارت است از
در سؤال 7 نیز موضوع شیب برای بار سوم مطرح شده است در این حالت با داشتن دو نقطه از 
خط و نوشتن رابطهٔ مذکور می توان مقدار شیب خط را به دست آورد. بنابراین در سؤال ٨، شیب خط 

را می توان به کمک همین رابطه پیدا کرد و با داشتن شیب و یک نقطه از خط معادله آن را پیدا کرد.

توصیه های آموزشی
١ــ رسم خط با داشتن شیب و عرض مبدأ و پیدا کردن معادله های خط رسم شده به درک بهتر 
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مفاهیم شیب و عرض از مبدأ کمک می کند.
٢ــ برای اینکه دانش آموزان از معادله x=2 درک درستی داشته باشند لازم است در معادله 
y+1×x   =2×0به جای y , x مقادیر مختلف قرار دهید تا دانش آموزان به حذف شدن مقدار y پی ببرند 

و ثابت بودن مقدار x در مختصات نقطه های مختلف خط با عرض های متفاوت را درک کنند. 

اشتباهات رایج
ــ یکی از بدفهمی های دانش آموزان پس از اینکه مراحل پیدا کردن شیب خط را انجام می دهند 
این است که به جای بیان ضریب x به عنوان شیب عدد و x را با هم بیان می کنند. برای مثال می گویند 

شیب خط 2x است.
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اهداف
ــ درک مفهوم دستگاه معادله های خطی
ــ درک مفهوم جواب مشترک در معادله

ــ حل دستگاه به روش ترسیمی
ــ حل دستگاه به روش های تحلیلی )حذفی و جایگزینی(

ــ تشکیل دستگاه معادله های خطی و حل مسئله به کمک آن

ابزار مورد نیاز:
1ــ صفحهٔ شطرنجی

2ــ خط کش
3ــ نرم افزارهای مرتبط

روش تدریس
شروع درس با یک فعالیت کاربردی مناسب است تا دانش آموزان چگونگی شکل گیری دستگاه 
معادلات خطی را درک کنند. در سؤال دوم نیز هدف درک مفهوم جواب مشترک دو معادله و مقایسه 
آن با مفهوم هندسی تقاطع دو خط است. در کار در کلاس روش ترسیمی حل دستگاه تمرین می شود.
در فعالیت دوم دانش آموزان ابتدا دو قاعدهٔ مورد نیاز برای حل یک دستگاه را یاد می گیرند 
سپس روش حذفی که در کتاب انجام شده است را با این دو قاعده مرتبط می کنند. در کار درکلاس 
این بخش  نیز حل دستگاه به روش حذفی را تمرین می کنند. در فعالیت سوم نیز مدل سازی یک مسئله 
به صورت تشکیل معادله سه روش حذفی، جایگزینی و معادلهٔ یک مجهولی با هم مقایسه می شود. در 

کار درکلاس نیز روش جایگزینی تمرین می شود.
سؤال 3 از قسمت تمرین را به صورت زیر برای دانش آموزان حل کنید تا نحوهٔ نوشتن جواب 

را نیز بیاموزند.
x y
x y

x
x y

+ =


− =
 =  → = → = →   

1

1

2 2 11 0 0

x y
x y

x
x y

+ =


− =
 =  → = → = →   

1

1

2 2 11 0 0                                    نقطهٔ تقاطع دو خط 

 درس سوم: دستگاه معادله های خطی
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                                                          y ax b y x b b b−= + → = + → = − × + → =2 2 2
0 1

3 3 3   
است − 2

3
 روی خط است       شیب خط 

  
1
0                                              نقطه

دو  نیز چون   6 y در سؤال  x= − +2 2

3 3
یا   3y+2x=2 :از معادله خط عبارت است  پس 

خط با هم موازی هستند و شیب برابر دارند پس همدیگر را قطع نمی کنند و یا به عبارت دیگر می گوییم 
دستگاه جواب ندارد.

توصیه های آموزشی
توصیه  بسیار  معادله  نوشتن  و  دستگاه  تشکیل  یا  و  دستگاه  حل  مختلف  روش های  مقایسه 

می شود. 
نیاز به تشکیل دستگاه دارند از توصیه های جدی این قسمت  طرح مسئله هایی که برای حل، 

است.

اشتباهات رایج
ــ وقتی دو معادلهٔ خط همدیگر را قطع نکنند می گوییم دستگاه جواب ندارد. دراین موارد اغلب 

دانش آموزان می گویند دستگاه اشتباه است چون جوابی پیدا نشده است.
ــ وقتی دو معادله خط روی هم قرار می گیرند در واقع می توان گفت دستگاه تشکیل نشده است 
و یا به عبارت دیگر بگوییم دستگاه بی شمار جواب دارد. تفاوت این دو پاسخ در این است که چه چیزی 
را به عنوان تعریف دستگاه پذیرفته ایم. دانش آموزان به طور معمول تفاوت در تعاریف مختلف و تأثیر آن 

در پاسخ دادن به یک سؤال را درک نمی کنند.
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x

y

0 2

4 5
y را رسم کنید.  x= +1

4
2

1ــ  خط به معادله 

 روی این خط است؟ خیر 
 − 

2

1
الف( آیا نقطهٔ 

محورهای  با  را  خط  برخورد  نقطه های  مختصات  ب( 
, −   

      
0 8
4 0

مختصات پیدا کنید. 

ج( نقطه ای از خط به طول 1- را پیدا کنید.

x y ( ) /
− + − = − → = − + = =   

1 1 8 7 11 1 4 3 52 2 2  
2ــ طول یک فنر 10 سانتیمتر است. وقتی وزنه ای به جرم x به آن وصل شود، طول فنر از رابطهٔ 
y=0/8x+ 10 پیدا می شود. اگر وزنه ای به جرم 5 کیلوگرم به آن وصل شود، طول فنر چقدر می شود؟

x = 5  
y = 0/8 * 5 + 10  
y = 4 + 10  
y = 14  

3ــ کدام یک از نمودارهای زیر رابطهٔ رشد قد انسان را از هنگام تولد تا بزرگسالی نشان می دهد؟ 
با توجه به وضعیت های مختلف، نمودار آن را توصیف کنید؛ برای مثال بگویید محل برخورد نمودار 

با محور y به چه معنا است.

  تمرین

6 صل
ف � حل تمرین های
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4ــ دو نقطه از یک خط داده شده است؛ معادلهٔ خط را حدس بزنید.

 )الف 
 
 

1

3
و 

 

 
 
 

0

0
 )ب  

 
 

1

1
و 

 

 
 
 

2

3
 )ج  

 
 

0

1
و 

 

 
 
 

1

4
 

y = 3x  y = 2x - 1  y = 3x + 1                
5ــ مختصات محل برخورد خط به معادلهٔ y=-x+2 را با محورهای مختصات بیابید.

x y y x    = → = = → = +       
0 20 2 0 2 2 0  

y را بیابید که طول آن نقطه 5 باشد. x= − +3
4

5
6  ــ مختصات نقطه ای از خط به معادلهٔ 

y x y  = − + → = − × + = − + =   
3 3 54 5 4 3 4 1 15 5  

y را رسم کنید. x= − +1
2

2
7ــ خط 

/
− 

  
1

2 5 − روی این خط قرار دارد؟ نقطه ای به طول ١- از این خط پیدا کنید. بله،  
 
 

2

3
آیا نقطهٔ 

 
−  
8
2 نقطه ای به عرض ٢- از این خط پیدا کنید.  

x

y

0 2

2 1
محل برخورد خط را با محورهای مختصات پیدا کنید.   

y x y= − × − + = → =1
1 2 0 2

2  
y y x= + = = → =1 5

2 0 4
2 2  

x− = − +1
2 2

2  
x x− = − =1

4 8
2  

 
  
0
2

 و  
  
4
0                    نقاط برخورد خط با محورها 

قد                                             قد                                                قد                                              قد

زمان                                            زمان                                            زمان                                             زمان
*
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  تمرین

1ــ خط های به معادلهٔ y=3 و x  =  -2 را رسم و مختصات محل برخورد آنها را پیدا کنید. زاویه 

A − =   
2
3

بین این دو خط چند درجه است؟ °٩٠  

2ــ معادلهٔ محور طول ها و محور عرض ها را بنویسید؛ محل برخورد آنها چه نقطه ای است؟

٠ = y محور طول ها   محل برخورد    
  
0
0

٠ = x محور عرض ها  
3ــ شیب و عرض از مبدأ خط های زیر را پیدا و سپس آن خط ها را رسم کنید.

l( 3y -2x = 6  j( 4x -2y = 8  e( 2x-y = 3  
3y=2x+6  -2y=-4x+8  -y=-2x+3  
y x= +2

2
3

 y=2x-4  y=2x-3  
٢ = شیب  ٢ = شیب    

شیب  = 2

3
ازمبدأ   عرض   =  ٢ ٤- = عرض از مبدأ   ٣- = عرض از مبدأ    

       
  
0
2           

 
  
3
4                        

 
−  
0
4      

 
  
2
0           

 
−  
0
3    

 
−  
1
1                                  

A

l

e

j
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4ــ خط y=ax+b را درنظر بگیرید. در هر یک از حالت های مورد نظر، خط را مانند نمونه در 
دستگاه مختصات رسم کنید.

a <0  a <0  a >0  a >0
b <0  b >0  b <0  b >0

5ــ معادله خط های زیر را بنویسید.

y = 2x - 2    ٢ = شیب        y = x - 1       ١ = شیب        y = -2x + 1         ٢- = شیب 

 بگذرد. 
 − 

1

1
6ــ معادله خطی بنویسید که با خط 2y-4x=5 موازی باشد و از نقطه 

2y = 4x + 5  y = 2x + b  
y x= + 5

2
2

 -1 = 2* 1 + b  
-1 = 2 + b → b = -3  
y x= −2 3 شیب 
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7ــ با توجه به شکل مقابل نشان دهید.

= شیب خط y y
x x

−
−

2 1

2 1

                          

 دو نقطه از یک خط هستند؛ شیب خط را پیدا کنید و معادله خط را بنویسید. 
 − 

4

1
 و  

 
 

3

2
8  ــ 

شیب خط y y ( )
x x

− − −= = = = −
− − −

2 1

2 1

2 1 3
3

3 4 1

 

y x b ( ) b b y x= − + → = − × + = = − +3 2 3 3 11 3 11  

x2

y2

x1

y1

x
A

y
 
 
 

1

1

x
B

y
 
 
 

2

2

x x−2 1

y
y

−
2

1

  تمرین

1ــ دستگاه های زیر را حل کنید.

 1( 
(x y) y
x ( x y)

− + =
 − − =

2 3 4

3 2 2 7
  

x y

x

x

− + =

= × −

=

2 7

18
2 7

5

1

5

 

x yx y
x yx y

y

y

+ =+ = ⇒ − + =− + =  
=

=

2

2 42 1 4
2 4 141 2 7

5 18

18

5   

2(
 

x y

x y

− − − =

 + =

1 1 1

2 3 6
4

  

x y x y
x y x y

− − + = − = 
⇒ ⇒ ⇒ + = + = 

3 3 2 2 1 3 2 2

4 4  
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x y
x y

y y

x

− =
− − = −

− = − =

=

3 2 2

3 3 12

5 10 2

2   
2ــ یک جواب برای  x و y طوری تعیین کنید که تساوی زیر برقرار باشد.

٢٢x-y-2=3x+y-1  
x y x y

x y x y

x

x

− − = − = ⇒ + − = + = 
=

=

2 2 0 2 2

1 0 1

3 3

1

 

x y

y

y

+ =

+ =

=

1

1 1

0  

3ــ معادله خطی بنویسید که از محل برخورد دو خط x-y=1 و x+y=1 بگذرد و شیب آن 
− باشد. 2

3

x y
x y

x

x

− =
 + =

=

=

1

1

2 2

1  

x y

y

y

+ =

+ =

=

1

1 1

0  

y x b

b

b

= − +

= − × +

=

2

3

2
0 1

3

2

3  
y x= − +2 2

3 3

4ــ در معادلهٔ  y  =  ax +1 اگر به جای a عددهای مختلفی قرار دهیم، معادلهٔ خط های زیادی به دست 
می آید. به ازای a=1 و a=2 و a = -1 این خط ها را رسم کنید؛ این خطوط چه ویژگی مشترکی دارند؟

y x= +1  y x= +2 1  y x= − +1

   
   
   

0 1

1 2  
   
   
   

0 1

1 3  
   
   
   

0 1

1 0

 نقطهٔ مشترک هر سه خط است.  
 
 

0

1 نقطهٔ 



131

5  ــ در یک مزرعه، 20 شترمرغ و گاو وجود دارد. پاهای آنها 56 عدد است. در این مزرعه 
چند شترمرغ و چند گاو وجود دارد؟ )شترمرغ 2 پا و گاو 4 پا دارد(
x yx y

x yx y

y
y

− − = −+ = ⇒  + =+ =  
=

=

2 2 4020
2 4 562 4 56

2 16

8 گاو  

x y

x

x

+ =

+ =

=

20

8 20

12 شترمرغ

6ــ دستگاه معادله خطی زیر را از دو روش حذفی و ترسیمی حل کنید.
 

x y x y
x y x y

− − = − + = − 
⇒ − = − = 

2 2 3 7 4 6 14

4 6 5 4 6 5  

x

y −

5
0

4

5
0

6       

x

y −

7
0

2

7
0

3

آیا این دستگاه جواب دارد؟ خیر

معادله  به عنوان جواب  مشترکی  نقطهٔ  دهید چرا  توضیح  آورید.  به دست  را  دو خط  هر  شیب 
به دست نمی آید.

2x - 3y = 7  ٤x - 6y = 5  
-3y = -2x + 7  -6y = -4x + 5  

y x= −2 7

3 3  
y x y x= − → = −4 5 2 5

6 6 3 6  
دو خط دارای شیب مساوی هستند، پس موازی هستند. 

7ــ مجموع سن علی و پدرش 70 سال و اختلاف آنها 26 سال است. سن هر یک را با تشکیل 
دستگاه معادلات به دست آورید.

               

x y
x y

x
x

+ =
 − =

=
=

70

26

2 96

48                         سن پدر علی 

x y+ =

+ =

70

48 70

22                         سن علی 
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7 صل
ف � عبارت های گویا

پل ها نقش اساسی در زندگی انسان دارند. انواع مختلفی از پل ها وجود دارند و در موارد زیادی نیروهای وارد بر 
آنها از فرمول هایی به دست می آید که با یک عبارت گویا بیان می شوند. مثلاً در مورد پل های عابر پیاده، بار 

 به دست می آید که در آن L طول بارگذاری شده برحسب متر است.
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نگاه کلی به فصل
آشنا  جبری  عبارت های  با  دانش آموزان  کتاب،  همین  پنجم  فصل  در  همچنین  و  هشتم  پایهٔ  در 
شده اند. در این فصل که شامل 3 درس است، در درس اول، دانش آموزان با مفهوم عبارت های گویا 
آشنا می شوند و چگونگی پیدا کردن مقدار عددی آنها را به ازای متغیرهای داده شده، یاد می گیرند و اینکه 
چگونه باید آنها را ساده کنند. در روند یادگیری این درس، مطالب خوانده شده در مورد عددهای گویا باید 
یادآوری شود تا دانش آموزان راحت تر و بهتر این درس را یاد بگیرند. درس دوم به اعمال جبری روی 
عبارت های گویا یعنی جمع، تفریق و ضرب و تقسیم می پردازد و در درس سوم، با تقسیم چند جمله ای ها بر 
چند جمله ای ها آشنا می شوند. اطلاعات این فصل، به دانش آموزان کمک خواهد کرد تا در حل معادلات 

گویا و نامعادلات گویا که در سال بعد به آن خواهیم پرداخت از این اطلاعات استفاده کنند.

طرح کلیّ مفاهیم فصل هفتم

ساده کردن عبارت های گویا

اعمال جبری روی عبارت های گویا اتحادها و تجزیه ها

مقدار عددی عبارت های گویاتقسیم چند جمله ای ها برهم

عبارت های گویا

عبارت های جبریاعداد کسریچند جمله ای ها
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تصویر عنوانی
با توجه به اهمیت پل ها و نقش اساسی ای که در برهه های مختلف زمان دارند، دو پل که توسط 
سازندگان ایرانی طراحی و ساخته شده است در تصویر عنوانی آمده است که برای محاسبهٔ نیروی 
وارده به پل در طراحی آن، عبارت های گویا وجود دارند. به عبارت دیگر مفاهیم ریاضی از جمله 
عبارت های گویا، می توانند نقش مهمی را در بخشی از زندگی اجتماعی به صورت غیر مستقیم ایفا 
کنند. مثلاً ساخت پل های متحرک در زمان جنگ تحمیلی که اثر به سزایی در عملیات جنوب کشور 

داشته است.
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اهداف: در فرایند آموزشی این درس انتظار می رود که هر دانش آموز به هدف های 
زیر برسد:

 ـ شناسایی عبارت های گویا و تشخیص آنها از عبارت های غیر گویا ـ
 ـ محاسبهٔ عددی عبارت های گویا به ازای مقادیر مختلف متغیر آن  ـ

ــ به دست آوردن مقدارهایی از متغیر که به ازای آنها، مقدار عددی عبارت گویا 
تعیین نمی شود.

ــ توانایی ساده کردن عبارت های گویا

ابزار مورد نیاز:
١ــ آشنایی با کسرها و عبارت های جبری

٢ــ آشنایی با مقدار عددی عبارت های جبری
٣ــ آشنایی با چند جمله ای ها

٤ــ آشنایی با اعمال جبری روی کسرها

نگاه کلی به بخش اوّل
این بخش با حل یک مسئله آغاز می شود که هدف از آن درگیر کردن دانش آموزان با مفهوم 
با اطلاعات قبلی، می توانند آن را حل کنند. در واقع مفهوم عبارت  نسبت و چند جمله ای هاست و 
گویا، که بلافاصله بعد از حل مسئله، تعریف می شود، برای دانش آموزان، مفهوم غریبی نیست و عملاً 
آن را در بسیاری از مسائل دیده اند ولی در این بخش، نامگذاری می شود تا بتوان بیشتر راجع به آن 
صحبت کرد. برای اینکه کاربردهایی از عبارت گویا در دنیای واقعی مطرح گردد، نمونه هایی از آن ذکر 
گردیده است. بعد از زمینه سازی تعریف رسمی عبارت های گویا، و در یک کار درکلاس، این مفهوم 
تثبیت می شود.با استفاده از یک فعالیت، مقدار عددی عبارت های گویا، نیز بلافاصله تعریف می شود 
تا در دانش آموزان، ایدهٔ  عبارت های نمادین به عنوان اعدادی که با محاسبه روی چند عدد داده شده، 
به دست می آیند، تقویت شود. با استفاده از یک مثال و کار درکلاس، به تعمیق این مطلب پرداخته شده 

است.
برای ساده کردن عبارت های گویا، با اشاره به ساده کردن اعداد کسری که دانش آموزان قبلاً 
این هدف  با  فعالیت  واقع  در  و  می گردد  بیان  گویا  عبارت های  کردن  محاسبهٔ ساده  نحوهٔ  خوانده اند، 

 درس اول: معرفی و ساده کردن عبارت های گویا
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پیش بینی شده است و سپس برای تعمیق آن، کار درکلاس آورده شده است. سعی شده است نمونه های 
مختلفی از تمرینات آورده شود تا دانش آموزان با حل آنها بتوانند میزان یادگیری از مطالب این بخش 

را محک بزنند.

ارزیابی یادگیری
مقدارهای عددی  و  دهند  غیرگویا تشخیص  از  را  گویا  عبارت های  بتوانند  باید  دانش آموزان 
آنها را در صورت قابل تعریف بودن، به دست آورند و تشخیص دهند که یک عبارت گویا به ازای چه 
مقدار هایی تعریف شده و به ازای چه مقادیری تعریف نشده است. همچنن دانش آموزان باید بتوانند در 
مسائلی که عبارت های گویا رخ می دهند، این گونه عبارت ها را تشکیل داده، محاسبات جبری با آنها 

انجام دهند و بتوانند آنها را ساده کنند.

روش تدریس
در  اینکه  به  توجه  با  است.  گویا  عبارت های  با  دانش آموزان  آشنایی  درس،  این  کلی  هدف 
سال های گذشته، مفاهیم مساحت و نسبت را یاد گرفته اند، در واقع با عبارت  های گویا آشنا شده اند ولی 
نه با عنوان فوق، بلکه از آن برای حل مسائل استفاده کرده اند. پس شروع درس را با یک مسئله ای که 
قادر به حل آن هستند شروع می کنیم اما نه با این هدف که آن را حل کنیم بلکه نشان دهیم در حل این 
مسئله، عبارت های گویا حضور دارند و در نتیجه بتوان یک تعریف ساده برای عبارت های گویا عنوان 
کرد. از آنجا که دانش آموزان علاقه مند هستند مفاهیمی که یاد می گیرند را در زندگی روزمره مشاهده 

کنند و کاربرد آن را ببینند، مثال هایی از این نوع مسائل در ادامه آورده شده است.
است  شده  داده  در کلاس  کار  عنوان  به  نمونه هایی  گویا،  عبارت های  از  بهتر  شناخت  جهت 
که دانش آموزان باید بتوانند، تشخیص دهند که کدام عبارت داده شده گویاست و کدام عبارت، گویا 
نیست. در صفحه 114، عبارت هایی داده شده است که گویا هستند، در این عبارت ها، سعی شده است 
که توجه دانش آموزان را به این نکته جلب کند که اگر اعداد غیرگویا را دیدند، متوجه شوند که هیچ 
خللی در عبارت های گویا ایجاد نمی کند و بلافاصله مثال هایی از عبارت های غیر گویا آورده شده است 

که متغیر )یا متغیرهای( داده شده، شرایط تعریف عبارت های گویا را ندارند.
یافتن مقدارهای عددی عبارت های گویا است.  از فعالیت طراحی شده در صفحه 115،  هدف 
آید که  پیش  بر صفر  تقسیم  یافتن مقدارهای عددی، ممکن است  باید متوجه شوند که در  دانش آموزان 
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)یا  متغیر  برای  مقادیر  از  بعضی  در  است  ممکن  گویا،  عبارت های  که  شوند  متوجه  باید  و  است  بی معنا 
متغیرهایشان( تعریف نشوند. البته ذکر این نکته ضروری است که هدف از این بخش، مفهوم »دامنهٔ تعریف 
متغیر« نمی باشد و تنها این نکته باید مدنظر دانش آموزان باشد که به ازای چه مقادیری از متغیرها، می توان 
گفت که آن عبارت گویا، تعریف نشده است. در همین راستا، کار درکلاس صفحه 116، طراحی شده 

است.
عبارت های جبری داده شده در این کار درکلاس به گونه ای است که از اطلاعات فصل پنجم 
استفاده  با  نیز  دوم  می باشد. چند جمله ای های درجه  نیز  آن فصل  مطالب  یادآوری  و  تبعیت می کند 
از تجزیه های خوانده شده در فصل پنجم، به صورت حاصل ضرب دو چند جمله ای از د ــ ج ظاهر 
صفر  هیچگاه  لذا  و  است  مثبت  همواره  و  است   x2+4 کسر،  مخرج  که  )د(  نمونه  مگر  شد  خواهند 
را  گویا  عددهای  کردن  ساده  به  مربوط  مطالب  ابتدا  گویا،  عبارت های  کردن  ساده  برای  نمی شود. 
آورده ایم که دانش آموزان با آن قبلاً آشنا شده اند و اشاره کرده ایم که روش ساده کردن عبارت های گویا 
نیز، عیناً مشابه ساده کردن عددهای گویاست و فعالیت صفحه 116 نیز با یک مثال ساده شروع شده 
است که دانش آموزان فکر نکنند که این بخش، با قسمت های قبل متفاوت است و به راحتی می توانند 

به ساده کردن عبارت های گویا بپردازند.
این بخش، عبارت های گویایی داده شده است که قابل ساده کردن  پایانی  در کار درکلاس 
بند )د(، در صورت کسر، عبارت x4 - y4 داده شده است که قبلاً همین  هستند. در قسمت )1( 
از  که می توانید  آمده است  فعالیت  مزدوج در یک  اتحاد  به عنوان  عبارت جبری در صفحه 87، 
دانش آموزان بخواهید که ساده شده این فعالیت را، در اینجا استفاده نمایند و هدف از قسمت )2( 
عبارت گویای داده شده در این کار درکلاس، بدفهمی رایج دانش آموزان در ساده کردن عبارت های 

گویاست.
در تمرین ٢ قسمت )د(، صورت عبارت گویای داده شده، یک چند جمله ای از درجه سوم است 
که ابتدا از y که عامل مشترک بین همهٔ آنهاست، فاکتور می گیریم و سپس، عبارت درجه دوم به دست 

آمده را با استفاده از اتحاد جمله مشترک، به دو عبارت جبری درجه یک تجزیه می کنیم:

y y y y(y y ) y y
y(y ) yy y

− − − − − −= =
+ ++

3 2 2 2

2

2 3 2 3 2 3
1 1

 

(y )(y ) y
y

+ −= = −
+

1 3
3

1
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در تمرین ٣، دانش آموزان باید بتوانند قرینه یک عبارت جبری داده شده را درست تشخیص 
دهند که به جز قسمت )الف( بقیه قسمت های داده شده، یا برابر یک و یا برابر١- می باشند. 

یا مخرج  قرینه یابی طراحی شده است و ضرب عدد ١- در صورت  دید  با همان  نیز  تمرین ٤ 
موردنظر بوده است. در تمرین ٥، باید دقت کنید با استفاده از اتحاد جمله مشترک و فاکتورگیری عامل 
مشترک، چه ارتباطی با عبارت گویای داده شده دارد و با استفاده از قانون ضرب یک عبارت گویا در 

صورت و مخرج کسر داده شده، عبارت جاخالی را تشخیص دهید. به عنوان نمونه:

z )الف
z z z
− =

+3

1  
داده شده است. ابتدا از عبارت سمت راست، داریم:

z3+  z    =    z  )  z2  +  1(  
عبارت  در  را  و مخرج  کافی است صورت  می کنیم.  گویای سمت چپ دقت  عبارت  به   حال 

جبری z2+1 ضرب کنیم.

( z)(z )( z)(z )
z(z ) z z

− +− + =
+ +

22

2 3

1 11 1

1
 

تمرین ٦ به گونه ای طراحی شده که بعضی از بدفهمی های دانش آموزان را نشان دهد. در واقع 
به غیر از قسمت )الف( و )و( که با عبارت داده شده برابر نمی باشند، مابقی قسمت ها، دقیقاً با عبارت 
گویای داده شده برابر می باشند و در واقع از خاصیت توزیع پذیری ضرب نسبت به عمل جمع و همچنین 

خاصیت تجزیهٔ یک کسر، به چند کسر با مخرج یکسان، استفاده شده است.

توصیه های آموزشی
١ــ در تعریف عبارت گویا در صفحه 114، این نکته را اضافه کنید که باید مخرج کسر، غیرصفر 

باشد.
٢ــ اگر فعالیت مناسبی برای تعریف عبارت گویا به غیر از مسئلهٔ طرح شده در ابتدای صفحهٔ 
بوده اند. آشنا  آن  با  قبلاً  دانش آموزان  که  گردد  مواردی صحبت  از  است  بهتر  دارید،  نظر  مد   ١١٤

مثلاً »نسبت طلایی«، می تواند به عنوان یک عبارت گویا به دانش آموزان کمک کند تا نمونهٔ دیگری از 
عبارت های گویا رابشناسند.
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که  شود  نتیجه گیری  این گونه  باید  گویا،  عبارت های  عددی  مقدارهای  یافتن  بحث  در  ٣ــ 
عبارت های گویا به ازای بعضی مقادیر داده شده، به متغیرشان، تعریف نشده اند و نباید به مفهوم »دامنه« 

تعریف یک متغیر پرداخت. 

اشتباهات رایج
در  مشترک  جبری  عبارت  یک  که  گویایی  عبارت های  ساده کردن  در  معمولاً  دانش آموزان 

صورت و مخرج کسر دارند، دچار اشتباه می شوند. به این مثال دقت کنید. 
x

x
=

+
3 1

3 4 4
 

همان گونه که ملاحظه می کنید، دانش آموز فکر می کند که عامل 3x در صورت و مخرج مشترک 
است و می تواند آنها را ساده کند. در این گونه موارد، باید تذکر داده شود که تنها و فقط تنها وقتی 
می توان یک عامل را حذف کرد که بتوان آن را به صورت حاصل ضرب در عبارت دیگری ساده کرد. 

نمونه های دیگری از این گونه اشتباهات در سؤالات ارزشیابی آمده است.

نمونه سؤال های ارزشیابی
١ــ یک عبارت گویا و یک عبارت غیرگویا مثال بزنید.

٢ــ جمله های درست را با علامت  و نادرست را با علامت × مشخص کنید.
یک عبارت گویاست. x2  الف( عبارت 
 ب( عبارت  |x| 4 یک عبارت گویا نیست.

x یک عبارت گویا نیست.
a

+
+

1

1
 ج( عبارت 

x را به ازای ١ و ١-، ٢ و 0 بیابید. آیا عددی می توان یافت که 
x

−
+

2

2

1

1
3ــ مقدار عددی عبارت  

به ازای آن این عبارت گویا، تعریف نشود؟
4ــ کدام یک از عبارت های زیر گویا می باشند.

x x+ − 22 ب(   x+1 الف( 

 x
x

+
−

3

3
د(   x

x
+
−

2

2

1

1
ج( 
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1− تعریف نمی شود. m را بیابید.

2
x به ازای 

mx
+
+

2 1

1
٥ ــ عبارت گویای  

6 ــ جاهای خالی را طوری پر کنید که کسرها با هم مساوی باشند.

)الف bx bx b( )
( ) ( )b x

+ +=
+ −−

2

2 2

 

   

 

)ب z t− =1


z )ج                                t− = −1


     

)د x
y y

=
4

 )هـ                                  
x x

=
3

3

4

      

)و
b abc

= 2 )ز                                
x x(x )

=
+

8

2

    

ay با کدام یک از عبارات زیر برابر نیست؟
y a+

7ــ عبارت گویای 

)الف
 

ya
y a

×
+

 )ب                               
y a

×     

)ج ay
y a

×
+
1 )د                                   y a

y a y a
×

+ +
     

 8  ــ هریک از عبارت های داده شده در ردیف اول را به عبارت مساوی آن در ردیف دوم وصل 
کنید.
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: ردیف اول

x
x
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4
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x
x

− −
−
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4
: ردیف دوم

9ــ تنها یکی از عبارت های گویای زیر، ساده می شود. مشخص کنید که کدام یک می باشد.

)الف            x
x
+2

2

2

 
)ب           x +2 2

2  
)ج            x y

y
+2 2

2  
)د            x x

x
−2 5
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x برابر نیست. مشخص کنید که 
x

−
−

3

4
10ــ تنها یکی از عبارات گویای زیر، با عبارت گویای 

آن کدام می باشد.

)الف            x
x

−
−

3

4  
)ب           x

x
+
+

3

4  
)ج            x

x
−−
−

3

4  
)د            x

x
−−
−

3

4   

١١ــ حاصل هر عبارت را به ساده ترین صورت بنویسید.

m n
m n

−
− +

2 2

  
, (a )(x y)

( a)(x y)
− +
− −

3

3    
, k

k
−

−
5 10

20 10    
, x

x
−

−
7 21

63 21  
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اهداف
ــ عبارت های گویا را بتواند با یکدیگر جمع و تفریق کند.

ــ عبارت های گویا را بتواند با یکدیگر ضرب و یا بر یکدیگر تقسیم کند و آنها را 
ساده کند.

ــ بتواند عبارت های گویای مرکب را ساده کند.

ابزار مورد نیاز:
١ــ آشنایی با اعمال جبری روی کسرها

٢ــ ساده کردن کسرها و هم مخرج کردن کسرها

روش تدریس
گویاست  عبارت های  تفریق روی  و  و جمع  تقسیم  و  اعمال ضرب  انجام  این درس،  از  هدف 
و اینکه درادامه دانش آموزان بتوانند عبارت های کسری که هم صورت و هم مخرج آن، یک عبارت 
گویاست، ساده کنند. برای همین منظور، ابتدا با یادآوری عمل ضرب و تقسیم روی عددهای گویا، یک 
فعالیت طراحی شده است که هدف از آن، انجام عمل ضرب و تقسیم روی عبارت های گویا با همان 
تکنیک مربوط به عددهای گویا می باشد. بهتر است در انجام فعالیت داده شده، بعد از قسمت )الف(، 
قسمت )د( انجام گیرد و بعد قسمت های باقی مانده کامل گردد. کار در کلاس صفحه ١٢٠ نیز در جهت 
تعمیق یادگیری عمل ضرب و تقسیم روی عبارت های گویا می باشد. جهت انجام عمل جمع و تفریق 
روی عبارت های گویا، مجدداً عمل های جمع و تفریق روی عددهای گویا را که دانش آموزان با آنها 
آشنا بوده اند، یادآوری کرده ایم و اشاره کرده ایم که عیناً همان اعمال روی عبارت های گویا نیز قابل 
انجام است و به همین منظور در فعالیت صفحه ١٢٠، در قسمت راست نمونه عمل جمع یا تفریق را 
روی اعداد گویا آورده ایم و انتظار داریم که دانش آموزان، به طور مشابه همان عمل را روی عبارت های 
گویای داده شده انجام دهند. دقت شود که نمونه های آورده شده در این فعالیت به گونه ای طراحی شده 
است که یا دارای یک مخرج مشترک می باشند و یا ، مخرج یک کسر، مضربی از مخرج کسر دیگر 
است و در ساده کردن عبارت گویا، نباید به دنبال مفهوم کوچک ترین مخرج مشترک برویم و حداکثر 

پس از محاسبه، عمل ساده سازی را انجام دهیم تا عبارت های اضافی را حذف کنیم.
کار در کلاس صفحه 121 در ادامه همان فعالیت قبلی است با این تفاوت که نمونه مرتبط با 

 درس دوم: محاسبات عبارت های گویا
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عددهای گویا در آن ذکر نشده است. در قسمت )ب( این کار در کلاس، از این نکته استفاده شود که 
عدد منفی می تواند از مخرج کسر به قبل از خط کسری منتقل شود. یعنی:

x x x x
+ = −

−
6 4 6 4  

و سپس عمل تفریق انجام پذیرد. 
در ادامه به عبارت های گویای مرکب پرداخته ایم و در فعالیت صفحه 121، دو روش را برای 
ساده کردن کسرهای مرکب ذکر کرده ایم که در روش اول، صورت و مخرج کسر را در بیشترین توان 
مخرج کسر داده شده ضرب می کنیم و سپس با روش های قبلی که به دانش آموزان آموخته اید، آن را 
ساده می کنیم. در روش دوم، ابتدا با استفاده ازمخرج مشترک گیری، عبارت های گویای داده شده را 
تبدیل به یک عبارت گویا در صورت و یک عبارت گویا در مخرج می کنیم و با توجه به اینکه عمل تقسیم 
با اطلاعات  نوشته و سپس  آنها رابه صورت حاصل ضرب دو عبارت گویا  عکس عمل ضرب است، 
به دست آمده از قسمت های قبل، آنها را ساده می کنیم. در جهت تعمیق به فعالیت داده شده، کار در 

کلاس صفحه 122 آورده شده است. 
فعالیت و کار در کلاس بعدی، هر دو مرتبط با مفاهیم هندسی است که دانش آموزان از قبل با 
آنها سر و کار داشته اند و با کمک گرفتن از مفاهیم عبارت های گویا، و ساده کردن آنها، می توانند مسئلهٔ 

داده شده را حل نمایند.
در تمرین ١، قسمت )ج(، ابتدا عبارت های گویای داده شده را با استفاده ازاتحادها ساده می کنیم 

و سپس عمل تقسیم را انجام می دهیم:

x x x x
x y xy x

− + + −÷
− +

2 2

2 2

4 4 6

4 8 6 18
 

(x ) (x )(x )
xy(x ) (x )

− + −= ÷
− +
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2

2 3 2

4 2 6 3
 

(x ) (x )(x )
xy (x )
− + −= ÷
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(x ) (x )
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(x ) (x )
xy(x ) xy(x )

+ += =
+ +

3
2 2

2

6 3 3 3

4 3 2 3
 

ساده کردن  در  که  است  دانش آموزان  رایج  بدفهمی های  از  یکی  به  اشاره   ،٣ تمرین  از  هدف 
عبارت های گویا، به عمل ضرب بین عامل های مشترک دقت نمی کنند و عبارت های داده شده زیر را 

به صورت غلط ساده می کنند:

  a
a

+ =
2

2

5
5 a       غلط   b b

a
+ =

2 2
2

2
  
                                                                 غلط 

 a a+ =
2

23

3    
 غلط

   

a a a (a ) a
a a
+ += = +

2 5 5
5 صحیح                                                                                                                            

هدف از تمرین ٥، توجه به این نکته است که علامت منفی می تواند هم در صورت کسر، هم در 
مخرج کسر و هم در کنار کسر ظاهر شود و هیچ فرقی هم نخواهد کرد. یعنی:

a a a
b b b

− = = −
−  

در تمرین های ٦ و ٨، اشتباهات رایج دانش آموزان مورد توجه قرار گرفته است و حل این دو 
تمرین، دقت دانش آموزان را بالا می برد و اگر دانش آموزان در انجام عملیات جبری خواسته شده روی 
عبارت های گویا مشکلاتی داشته باشند، این مشکلات ظاهر می گردد و معلمین می توانند موارد اشتباه 

را رفع نمایند.
تمرین ١١، از جمله تمرین هایی است که دارای جواب باز پاسخ است و می تواند به تعداد هریک 

از دانش آموزان کلاس، جواب صحیح داشته باشد. 
 

توصیه های آموزشی
١ــ در جمع و تفریق عبارت های گویا، سعی کنید از روش ارائه شده در کتاب پیروی کنید و از 

به کاربردن مفهوم کوچک ترین مضرب مشترک، خودداری نمایید.
٢ــ در ساده کردن عبارت های گویای مرکب، از دانش آموزان بخواهید که کدام روش را بهتر 
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درک می کنند و دلیل آن را بخواهید و سپس به آنها توصیه کنید که از روشی استفاده کنند که برای آنها 
راحت تر و قابل فهم تر است.

٣ــ روی اشتباهات رایجی که در این بحث، دانش آموزان به آن می پردازند، بیشتر متمرکز شوید 
و با مثال های بیشتری، سعی کنید که این اشتباهات را تکرار نکنند.

بدفهمی های رایج دانش آموزان
١ــ یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان، در ساده کردن عبارت هایی است که یا در صورت کسر 

و یا در مخرج کسر، عامل ضرب بین عوامل مشترک وجود ندارد مانند
x

x
+ =5

5 غلط   

می توانند  زمانی  فقط  که  شوید  متذکر  دانش آموزان  به  باید  اشتباهات،  ازاین گونه  پرهیز  برای 
عامل مشترک )مثلاً x در مثال بالا( را از صورت و مخرج ساده کنند که هم صورت کسر به صورت 
حاصل ضرب دو عبارت )یا چند عبارت( نوشته شده باشد و هم مخرج کسر. درصورتی که در مثال بالا، 

x+ 5 را نمی توان به صورت حاصل x در یک عبارت دیگر نوشت:
بدون  پرانتز،  پشت  در  منفی  عدد  ضرب  دانش آموزان،  رایج  اشتباهات  از  دیگر  یکی  ٢ــ 

درنظرگرفتن مفهوم پرانتز است. به مثال زیر دقت کنید:
y y y y

y y y
− − −− =

− − −
2 4 1 2 4 1

2 2 2
 

که غلط است و عدد ١- فقط در 4y ضرب شده است. درصورتی که صحیح آن به صورت زیر است:
y y y ( y )

y y y
− − −− =

− − −
2 4 1 2 4 1

2 2 2
 

y y y
y y
− + − += =

− −
2 4 1 2 1

2 2
 

نمونه سؤال های ارزشیابی
١ــ ضرب و تقسیم های زیر را انجام دهید:

x )الف x
x x

− −×
− −2

2 4 6

2 3 4
x )ب      x

x x
− −×
− +

2 2 6

3 5
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x )ج x
x x x x

− −×
− + + +

2

2 2

16 2

4 4 6 8
x )د      y

xy x y
÷

5 4

3

1

3
 

x )هـ x
xx x

+ +÷
−− +2

3 3

12 1
 

x )و x x
x x x x

− + −÷
− − − +

2 2

2 2

2 1 1

3 18 7 6
 

٢ــ جمع و تفریق های زیر را انجام دهید:

)الف           
 t

+7 2

5
)ب          

 x x
−11 1

5 5
)ج            x

x x
−

+ +

2 25

5 5
        

 

)د           
 

y
y y

−
+ +

2 36

6 6
          

 
)هـ            p p

p p p p
− + ++
+ + + +2 2

3 7 8 13

7 12 7 12
       

      
 

)و
 
x

x
− 1 )ز            

 x
+

+
2

3
2

)ح           
x

−
+
1

1
1

     

به صورت ساده شده   را  با هم جمع کرده است و جواب  را  دانش آموزی دو عبارت گویا  ٣ــ 
 نوشته است.

y−
3

5

 نوشته 
y
−
−
3

5 دانش آموز دیگری نیز همین مسئله را حل کرده و جواب را به صورت ساده شده  
است. 

آیا هر دو جواب صحیح است؟ توضیح دهید.
٤ــ مانند نمونه، ضرب های داده شده را حل کنید. 

a c ac
b d bd

× =  
  

)الف
 

x x
x x

×
+ −

23 6

1 1
          

 
)ب            x y

y x
×

3 2

5

9

3
   

 

)ج
 

a b
b a

×
4 4

2 3

25

5
          

 
)د            ( k )

k
+ ×

+
5

7 7
4 4

   
 



147

5  ــ در حل زیر، چه قسمتی غلط می باشد؟

x x x x x
x x x x

− − + − +− = =
+ + + +

4 1 4 1 3 1

2 2 2 2
 

6  ــ عبارت های مرکب زیر را ساده کنید.

)الف
 

x

x

−
12

1
6

)ب          
 

k
k

k
k

+

−

1
2

3 1
4

)ج           

 

x

x

+

− +

1
1

1
1

        
 

)د
 

x y

x y

+

−

3 3

3 3
)هـ               

 

x y

x y
x

−

−

8 24
10

3
5

)و               

 

yy

y

−−

+

3
3

4 2
9 3

          

)ز
 

pp

p

+−

−

2
4

3 5
4 2

)ح           
 

x
x x

x
x x

+ +
+

+
+

2 1
2

5
2

)ط            

 

x
x x

xx x

   ++ +   
÷   

   − +      

2

2 2

11 12

1 1 1
1

        
 

x با کدام یک از عبارت های زیر برابر است؟           x x x
x x x x
+ + −÷

− − +

2 3

2 2

7 10 4

6 8 12
7  ــ عبارت 

)الف
 

x
x
+
2

5 )ب              
 

x
x +

2

5 )ج               

 

(x )(x )
(x )
+ +

−

2

2

5 2

6
        

 

)د
 

(x )
(x )(x )

−
+ +

2

2

6

5 2
 

 
 
x  +  9 می باشد. اگر طول مستطیل برابر با 

 
x2  +  13x  +  36 8  ــ مساحت یک مستطیل برابر با

باشد، کدام یک از عبارت های زیر، بیان کنندهٔ عرض مستطیل است؟

)الف
 
x  +  4

 
)ب          

 
x  +  27

 
)ج           

 
x2  +  4

 
)د           

 
x2  +  27
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اهداف
ــ آشنایی با تقسیم چند جمله ای ها بر هم

تقسیم  در  باقیمانده  و  خارج قسمت  مقسوم علیه،  مقسوم،  مفاهیم  با  آشنایی  ــ 
چند جمله ای و رابطهٔ بین آنها

ابزار مورد نیاز:
١ــ شناخت کامل از چند جمله ای ها

٢ــ تعیین درجه یک چند جمله ای داده شده
٣ــ ساده کردن کسرها

روش تدریس
با توجه به اینکه هدف از این درس، آشنایی دانش آموزان با تقسیم چند جمله ای ها بر یکدیگر است، 

یادگیری را در ٣ مرحله انجام می دهیم:
مرحله اوّل: ساده ترین حالت، تقسیم یک جمله ای بر یک جمله ای است که در واقع یادآوری 
ساده کردن کسرها و نیز یادآوری قوانین مربوط به ساده کردن توان هاست و کافی است تنها به ارائهٔ چند 

مثال بسنده کنیم.
مرحله دوم: در این مرحله تقسیم چند جمله ای بر یک جمله ای مورد توجه قرار می گیرد که 
قبل از شروع، ابتدا ساده کردن عددهای گویا که متشکل از یک کسر با تنها یک مخرج است، را به 
دانش آموزان یادآوری می کنیم و اشاره می کنیم که قانون حاکم بر عددهای گویا به فرم فوق را می توان 
فعالیت صفحه ١٢٦  به همین منظور،  و  نمود  اعمال  نیز  بر یک جمله ای  تقسیم چند جمله ای ها  برای 
انجام  روند  در  که  است  به گونه ای طراحی شده  )ج(  و  )ب(  )الف(،  است. قسمت های  طراحی شده 
تثبیت این  یادآوری می شود و در جهت  آنها، ساده کردن کسرها و عبارت های گویا، مجدداً  محاسبهٔ 

فعالیت، کار در کلاس صفحه ١٢٧ طراحی شده است.
مرحله سوم: درواقع این مرحله، آخرین مرحله و کامل کنندهٔ بحث تقسیم چند جمله ای ها بر 
چند جمله ای است. مجدداً قبل از شروع روند اعمال مورد نظر، یادآوری مفاهیم مقسوم، مقسوم علیه، 
تقسیم  انجام  در  دانش آموزان  تا  است  ارائه شده  طبیعی  دو عدد  تقسیم  در  باقیمانده  و  خارج قسمت 

چند جمله ای ها، بهتر و روان تر کارهای خواسته شده را انجام دهند.

 درس سوم: تقسیم چند جمله ای ها
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و  دوم  اول،  گام های  کامل،  و  دقیق  به صورت  که  است  مثال  یک  با  یادگیری،  روند  شروع 
سوم جهت انجام تقسیم چند جمله ای ها بر یکدیگر، توضیح داده شده است و بلافاصله یک فعالیت 
طراحی شده است که لازم است دانش آموزان مشابه با مثال انجام شده، قسمت های )الف( و )ب( این 

فعالیت را انجام دهند. 
از آنجا که در تقسیم چند جمله ای ها، اولین و مهم ترین نکته، رعایت نوشتن جملات واقع در 
شده  داده  نمونه ای  فوق،  فعالیت  دوم  بخش  در  لذا  است  کمتر  توان  به  بیشتر  توان  از  چند جمله ای 
است، که مقسوم علیه دارای این خاصیت نیست و لذا ابتدا باید ترتیب صعودی به نزولی رعایت شود 

و براساس آن، بازنویسی شود. 
در تقسیم چند جمله ای ها بر چند جمله ای ها، مناسب است که الگوریتم ارائه شده در متن کتاب، 
با چند مثال ارائه شود و این مثال ها، به گونه ای باشد که به ترتیب در یک مرحله، دو مرحله و سه مرحله 
به پاسخ برسند و در این مثال ها، باقیمانده ای وجود نداشته باشد. سپس مثال هایی ارائه شود که در یک 
مرحله تمام می  شوند ولی باقیمانده دارند و مفهوم باقیمانده توضیح داده شود که طبق تعریف، باید درجه 
آن از درجه مقسوم علیه کمتر باشد و زمانی که به این حالت می رسیم، عمل تقسیم پایان یافته است و در 
آخر، ارتباط بین مقسوم، مقسوم علیه و خارج قسمت بیان گردد و بیان شود که باقیمانده یا صفر است و 

یا یک چند جمله ای که درجه آن اکیداً از درجه مقسوم علیه کمتر است. 
در تمرین 1، نمونه های مختلفی از تقسیم چند جمله ای ها بر عبارت یک جمله ای و دوجمله ای 

داده شده است که قسمت )ج( را در این قسمت حل می نماییم:

x x

x x x

x x

x x x

x x

x

+

− −

−

+ − −

±

− −

±

−

3

3 2 2

2

2

27 2

2

2 27 2

2 4 2

4 27 2

4 8 4

19







 
 

 
بنابراین داریم:

)x3-27(   ÷   )x-2(  =  )x2+2x +4(  )x-2(  -19  
در تمرین ٤، هدف این است که یک ارزیابی از مفهوم بخش پذیری توسط دانش آموز داشته 
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باشد که حل آن به صورت زیر است:

x x x a x

x x x

x x a x

x x x

x a x

x

a

+ − + +

− + +

−

− + +

± ± −

−

3 2

3 2 2

2

2

20 23 10 4 3

20 15 5

8 10 4 3

8 6 2

16 4 3

16 12 4

12

 

  

                                                          باقیمانده
چون باید بخش پذیر باشد، لذا باقی مانده صفر خواهد بود یعنی باید داشته باشیم a  -12=  0 و 

a  =  12 این یعنی اینکه

توصیه های آموزشی
1ــ تأکید می شود که در ابتدای شروع تقسیم چند جمله ای ها، تقسیم عددهای صحیح مورد 
قوانین  باقیمانده،  و  قسمت  خارج  علیه،  مقسوم   مقسوم،  مفهوم  یادآوری  ضمن  و  گیرد  قرار  توجه 

ساده کردن عبارت های گویا مجدداً یادآوری گردد.
یک  بر  جمله ای  چند  تقسیم  انجام  شروع  از  قبل  که  بخواهید  دانش آموزان  از  همواره  2ــ 
چندجمله ای دیگر، نحوه مرتب شدن توان های متغیر داده شده را بررسی کنند و در صورتی که به ترتیب 

نزولی نوشته نشده است، آنها را ابتدا مرتب کنند و سپس عمل تقسیم را انجام دهند.
3ــ در تقسیم چند جمله ای بر چند جمله ای باید متذکر شوید که روند تقسیم فقط تا زمانی ادامه 

پیدا می کند که درجه باقیمانده از درجه مقسوم علیه کمتر شود.

اشتباهات رایج
1ــ یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان در تقسیم چند جمله ای بر یک جمله ای، رعایت نکردن 

علامت منفی در بین عبارت داده شده در صورت کسر است. به این مثال توجه کنید.
x x x x x x+ − +− = − + − +

3 2 3 245 35 12 15 45 35 12 15

15 15 15 15 15  
که علامت منفی در پشت کسر باید در کل عبارت ضرب شود و صحیح آن به شکل زیر است:
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x x x− − + −3 245 35 12 15

15 15 15 15
در  علیه  مقسوم  از ضرب  بعد  مرحله  اولین  در  باید  تقسیم چند جمله ای ها،  الگوریتم  در  2ــ 
خارج قسمت، عبارت حاصل که زیر مقسوم نوشته می شود را تغییر علامت دهند که بعضی مواقع اشتباه 

می کنند و با همان علامت به  دست آمده، الگوریتم را ادامه می دهند.

نمونه  سؤال های ارزشیابی
1ــ تقسیم های زیر را انجام دهید:

a )الف b c
a b c

4 5 6

2 6 3

20

8
yz )ب                       xz xyz

z
− +

−

2

2

2 4

4
          

x )ج a x a xa x a
a x

− + −2 2 4 3 2 3

2 2

22 16 12

2

z) )د  ) (z )− ÷ −3 64 2             
                                                                                                

)x+x3+2x2( ÷ )x-3( )هـ  
2ــ در هر یک از تقسیم های زیر، خارج قسمت و باقیمانده را تعیین کنید.

x )الف x x− + −2 4 210 3 2 5 x )ب  x x x− + − −2 32 4 6 1           

3ــ اگر در تقسیم 2x3+5x2+3x+aبر x+2 باقیمانده صفر شود، مقدار a را تعیین کنید.
4ــ در تقسیم 2x4-2x3 بر 2x2+4، باقیماندهٔ تقسیم کدام عبارت زیر است؟

-4x+8 )4   دx+8 )2-  جx+4 )2   بx+4 )الف
5ــ عبارت 3x3+3x2-6 بر کدام دو جمله ای زیر بخش پذیر است؟

x2-x )د    x+2 )ج     x-1)ب   x+1 )الف
6ــ در صورتی که مقسوم 4x2-4، خارج قسمت 4x-4 و باقیمانده صفر باشد، مقسوم علیه 

کدام است؟
-x-1 )د    -x+1 )ج   x-1 )ب   x+1 )الف

 1-x آن قاعدهٔ  و   -x2+x3+1-x به صورت  x برحسب  متوازی الاضلاع  یک  7ــ مساحت 
است. ارتفاع آن را بیابید.

8 ــ مساحت یک مستطیل x2+4x-5 و عرض آن x-1 است. طول آن را بیابید.
9ــ اگر در تقسیم 3x3+4x+k بر x-1، باقیمانده صفر شود، مقدار k را بیابید.
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1ــ برای هر عبارت گویا، مقادیری را به دست آورید که عبارت به ازای آنها تعریف نشده است.

x )الف
ab2

5

3
y )ب 

y( y )−
2

2 6
P )ج 

P P− −2

2

12
 

a = 0  y = 0  p2 - p -12 =0  
b = 0  2y - 6 =0  )p+3()p-4( = 0  

y = 3  p = -3     p = +4  

x )د
x
+2 5 x )ه ـ

x
−

+

2 1

5
a )و 

a
+
+
3

2 1
 

x = 0  x = -5  2a + 1 = 0  
2a = -1      a = − 1

2
 

2ــ حاصل هر عبارت را به ساده ترین صورت بنویسید:

x )الف
x x

−
− +2

3

5 6

(x )x
(x )(x )

− −−= =
− −

1 33

2 3 (x ) (x )− −2 3 x
−=
−
1

2
 

x )ب x
x

+
+

24 8

12 24

x (x )+
=

4 2

(x )+12 2

x= 4

12

x=
3  

x )ج
x x−

2

2

24

12 6

x
x( x )

=
−

224

6 2 1
x

x
=

−
4

2 1  

y )د y y
y y

− −
+

3 2

2

2 3 (y ) (y )y(y y )
y(y )

− +− −= =
+

2 3 12 3

1 (y )+1
y= − 3

 

  تمرین

7 صل
ف � حل تمرین های
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t )هـ
t
−

+

4

2

1

1

( t ) ( t )− +
=

2 21 1

( t )+ 21
t= − 21

 

x )و y
x y

−
−

2 216 9

8 6

( x y−
=

4 3 ) ( x y)
( x y

+
−

4 3

2 4 3 )
x y+= 4 3

2  

a )ز b
ab

4 2

8

6

4

a
b

=
3

6

2

2
 

a )ح
a a

− −
+ −2

2 8

2 8

( a− += 2 4 )
( a + 4 a)(a )

−=
−−
2

22
 

3ــ عبارت هایی را که حاصل آنها 1 و یا 1- است، معلوم کنید.

y )الف
y

+
−

2 3

2 3
y )ب 

y
−

−
2 3

3 2
= -١  

y ) ج
y

+
+

2 3

3 2
= ١ y )د 

y
+

− −
2 3

2 3
= -١  

4ــ هر یک از عبارت های داده شده در سطر اول را به عبارت مساوی آن در سطر دوم وصل کنید.

a
a

−
+

2

5
 )5a

a
+
+

2

5
 )4a

a
−
−

2

5
 )3a

a
+
−

2

5
 )2a

a
−
+

2

5
 )1

a
a

− +
− +

2

5
 )10a

a
−

− −
2

5
 )9a

a
−

− −
2

5
 )8a

a
− −

−
2

5
 )7a

a
− −
− −

2

5
 )6

)4(                             )2(                             )5(                             )1(                              )3(              
5  ــ  در جای خالی چه عبارتی باید نوشت؟

) )الف  z)(z )z
z z z

− +− =
+

2

3

1 11  )ب 
(x )(x )

x(x )x
x x x

+ −

+
=

− − −2

2 3

3 23

3 6
 

y ) ج ( y )+ = +3 2 1
3 2

5 5
x) )د    ) (x )(x )

x
(x )(x )

− − +
= +

− −
5 2 1

1
2 5
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z(x برابر است، مشخص کنید. y)
t
+  6  ــ از عبارت های زیر، هر کدام را که با عبارت 

الف( z (x y)
t

+ zx )ب  y
t
+  ج( z(x y)

t
× +1  

د( x yz
t
+×  هـ( zx zy

t t
+ zx )و  y

t
+  

  تمرین

1ــ ضرب و تقسیم های زیر را انجام دهید )در همهٔ تمرین ها مخرج کسرها مخالف صفر فرض شده است(.

a )الف a
a a a

− +×
+ − +

2

2

16 2

4 8 16

(a )( a− += 4 4 )
( a + 4

a a
a) (a )

+ +× =
−− 2

2 2

44  

m )ب m
m m

− −÷
+ −

2

2

49 7

1 1

(m )(m ) (m )(m )
m m

− + − += ×
+ −

1 7 1 1

1 7
 

(m )(m ) (m )(m )+ −= = − + −
−

7 1
7 1

1  

x )ج x x x
x y xy x

− + + −÷
− +

2 2

2 2

4 4 6

4 8 6 18

(x ) (x )
xy(x ) (x )(x )

− += ×
− + −

2 22 6 3

4 2 3 2
 

(x ) (x )
xy xy
+ += =

2 26 3 3 3

4 2  

c )د b
b c c
− ×

− +

2 2

3 2

1

1 2
( c)( c) b

b ( c)
− += ×

−

2

3 2

1 1

1

c
b( c)

+=
−

1

1
 
 

2ــ جمع و تفریق های زیر را انجام دهید.

x )الف y(x y)
x y x y

−−
+ −

2

2 2 4 4

x y(x y)
x y (x y )(x y )

−= −
+ − +

2

2 2 2 2 2 2
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x(x y ) y(x y)
(x y )(x y )

− − −=
− +

2 2 2

2 2 2 2

x xy yx y
(x y )(x y )

+ − −=
− +

3 2 2 3

2 2 2 2
x (x y) y (x y)
(x y )(x y )

− + −=
− +

2 2

2 2 2 2

(x y )(x y)
(x y )(x y )

+ −=
+ −

2 2

2 2 2 2

x y
x yx y

−= =
+−2 2

1

                                              

 )ب
x(a b) y(a b)

x y
ax bx by ay

− − −

+ ++
− −

7 9 ( y)(x ) (y )x
x(a b)( y)

− + + +=
− −
7 9 xy y xy x

x(a b)( y)
− − + +=

− −
7 9  

x y
x(a b)( y)

−=
− −

9 7
 

a )ج b a b
a b a b

− −−
− −

2 2 3 3

2 2
a b (a b )
(a b) a b

− −= −
− −

2 2 3 3

2 2
(a b)(a b ) a b

a b
+ − − +=

−

2 2 3 3

2 2

a ab ba b a b
a b

− + − − +=
−

3 2 2 3 3 3

2 2

ab(a b) ab
(a b)(a b) a b

−= =
− + +  

x )د x x
x

+ − − −
+

24 2
2

2
x x (x )

x
+ − − +=

+

2 24 2 2

2
 

x x x x
x

− + − − −=
+

2 22 4 4 4

2

x
x

−=
+
6

2  
3ــ فقط یکی از عبارت های گویای زیر قابل ساده شدن است؛ آن را مشخص و ساده کنید.

a
a
+2

2

5 a   و    +2 3

3
 و   

  
a b

a
+2 2

2
a   و    a

a
−2 5    a(a ) a

a
−= = −5

5

x است، معلوم کنید.
y

4ــ از میان عبارت های زیر، هر کدام را که مساوی عبارت 

x )الف
y

+
+

3

3
x )ب 

y
−
−

3

3
  ج( x

y
3

3  
x )د

y

3

3
 هـ( a x

a y

3

3
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x با کدام یک از عبارت های زیر برابر است؟
x

− +
+

3

5
 5  ــ عبارت 

x )الف
x

+−
+

3

5
 ب( x

x
−−
+

3

5
x )ج 

x
−
+

3

5
x )د 

x
−−
+

3

5  
6ــ کدام یک از عبارت های زیر به درستی ساده شده است؟

a )الف a a
(a )(a )a

+ += = −
+ −−2

5 5
5

5 525  
    ب( a a

(a )(a ) aa
+ += =

+ − −−2

5 5 1

5 5 525

A را به دست آورید. B
C
−2 2

2
7ــ اگر A=a2-b2 و B=a2+b2  و C=2ab، حاصل عبارت 

(a b ) (a b )
( ab)

− − +=
2 2 2 2 2 2

22

a a b b a a b b
a b

− + − − −=
4 2 2 4 4 2 2 4

2 2

2 2

4  

a b
a b

−= = −
2 2

2 2

4
1

4  
8   ــ کدام یک از تساوی های زیر، درست و کدام یک نادرست است؟ موارد نادرست را اصلاح 

کنید )همهٔ عبارت های جبری تعریف شده فرض می شود(.

a )الف b a b
b a ab

−− =
 
x )ب x

x
=

13
7

20
 

a b a b
b a ab

−− =
2 2

 
x
x x

=
13

20 7

1

 

a )ج b a b− − −− =7 7

5 5 5  
a )د b

b a
− =
−

1  

a b a b− − +− =7 7

5 5 5  
a b a b
b a (a b)

− −= = −
− − −

1
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 )هـ
a b a b

−=
− +
1 1

 
و(  a b a b

a b
− = +
−

2 2  

a b a b
−−

− − +
1 1

  

ca )ز cb a b
c cd d

+ +=
+  

ح( 
a

cb
a b
c

=  

ca cb c(a b) a b
c cd c( d) d

+ + += =
+ + +1 1   

9ــ طول مستطیلی از دو برابر عرض آن یک واحد کمتر است. نسبت محیط به مساحت این 
مستطیل را به صورت یک کسر گویا )عبارت گویا( بنویسید.

x + 2x -1( = 2)3x -1( = 6x -2(2 = محیط                        x = عرض   
)x مساحت                 2x-1 = طول  x ) x x= − = −22 1 2  

x
x x

−
−2

6 2

2

10 ــ حاصل عبارت های زیر را به دست  آورید و نتیجه را ساده کنید.

 )الف
a a
a
a a

a

−
−

−
+

2

2 1

1

=
 

a( a)(a ) a( a )
a(a )(a a a) ( a )(a )

− + −= =
− − − −

2

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1  

x )ب y x y
x y
(x y)

−
− +

−
−

2 2

2

1 2

9
=

x y x y
(x y)(x y)

(x y)(x y)
(x y)

+ − +
− +

− +
− 2

2 2

3 3
(x y) ( x y)

(x y)(x y)(x y)(x y)
− − +=

− + − +

2 3

3 3

 
(x y)

(x y)(x y)
− −=
+ +

1

3  

x )ج
xx x x

+ −
++ + −2 2

2 1 2

12 1 1

x(x ) (x ) (x )(x )
(x ) (x )

− + + − − +=
+ −2

2 1 1 2 1 1

1 1
 

(x ) (x )(x )+ − +21 1 1
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x=
22 x x x− + + − 22 1 2

(x ) (x )
+

+ −2

2

1 1

x
(x ) (x )

− +=
+ −2

3

1 1  
11ــ دو عبارت گویا بنویسید که :

a b,
b a
−

+
2

7
a شود.

a
−
+

2

7
الف( حاصل ضرب آنها 

a ,
a a

−
+ +

2

7 7
a شود.  

a
−
+

2

7
ب( حاصل جمع آنها 

x x(x )
x
− −− ÷

−

2
2 12

9
4

12ــ عرض مستطیل مقابل را برحسب x به دست آورید.                   

مساحت مستطیل x2-9  است.

x x(x )
x
− −− ÷

−

2
2 12

9
4

(x )( x− += 3 3 ) ( x −× 4

1

)
( x − 4 ) ( x + 3

x
)

= − 3
 

 A = x2 -9

  تمرین

1ــ تقسیم های زیر را انجام دهید.

x )الف y z
xz

− 2 3 7

5

2

18

xy z−=
3 2

9  

a )ب y a y xy
y

− +
−

3 4 2

2

2 15

5

a y a y xy
y y y

= − +
− − −

3 4 2

2 2 2

2 15

5 5 5
 

a a x
y y

−= + −
3 42 3

5 5  
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)x3-27(÷ )x-2( )ج )3y2-10y-24(÷)3y-4( )د 

xx
x x

x x
x

x x
x

x

−−
+ +

±
−

±
−

±
−

3
2

3 2

2

2

2
27

2 4
2

2 27
2 4

4 27
4 8

19







 

yy y
y

y y
y
y

−− −
−

±
− −

±
−





2

2

3 4
3 10 24

2
3 4

6 24
6 8

32

  
x )هـ x x x x x

x x x x

+ − + − + +

− + − +

5 4 3 2

2 3 2

2 5 2 2 2 3 3

2 1
                 

x x
x x
x x
x x

x x
x x
x x

x
x

− −
− −
+ +

+
− −

− −
+ +

+
− −

5 4

4 3

4 3

3 2

3 2

2

2

2 6

2

3

2

3

2

3
3
3

0                                                                           
2ــ خارج قسمت و باقیماندهٔ تقسیم زیر را مشخص کنید و درستی عمل تقسیم را با نوشتن روابط 

x x x x− + + + −4 6 2 33 4 5 1 تقسیم نشان دهید.                                                     

xx x x
x x

x x
x x x
x x

x x x
x

x x

− +− + +
− + −

− +
− + + +
+ −

+ − +
− +

− +

3
6 4 2

3
6 3

4 3 2

4

3 2

3

2

1
4 3 5

4 3 4
4 4

3 4 5

3 3

4 3 5

4 4

3 9  
x x x ( x )( x x )− + + = − − + −6 4 2 3 34 3 5 1 4 3 4 x x+ − +2 3 9
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 3ــ حجم یک جعبه به شکل مکعب مستطیل برابر با 2x3+15x2+28x است. اگر ارتفاع این 
جعبه x و طول آن x+4 باشد، عرض آن را به دست آورید.

x x x x
x(x )
+ + =

+

3 22 15 28

4

( x x )
x

+ +22 15 28

(x )+ 4
x= +2 7

 

xx x
x

x x
x
x

++ +
+

− −
+

− −

2

2

4
2 15 28

2 7
2 8

7 28
7 28

0  
4ــ اگر چند جمله ای 20x3+23x2-10x+a بر 4x+3 بخش پذیر باشد، a را به دست آورید.

xx x x a
x x

x x
x x
x x

x a
x
a

++ − +
+ −

− −
−

− −
− +
+ +

+

3 2
2

3 2

2

2

4 3
20 23 10

5 2 4
20 15

8 10

8 6
16
16 12

12  
a + =12 0  
a = −12  

5  ــ خارج قسمت و باقیمانده تقسیم عبارت 2x2-9x+9 را بر هر یک  از عبارت های زیر به دست آورید.
x+3   و   x-3   2   وx-3   2   وx+3

 

 

xx x
x

x x
x

x

+− +
−

− −
− +

+

2

2

3
2 9 9

2 15
2 6

15 9
15 45

54  

xx x
x

x x
x
x

−− +
−

− +
− +
+ −

2

2

3
2 9 9

2 3
2 6

3 9
3 9

0  
xx x
x

x x
x
x

−− +
−

− +
− +
+ −

2

2

2 3
2 9 9

3
2 3

6 9
6 9

0  

xx x
x

x x
x
x

+− +
−

− −
− +
+ +

2

2

2 3
2 9 9

6
2 3

12 9
12 9

18  
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8 صل
ف � حجم ومساحت

گنبد قابوس بنایی تاریخی از سدۀ چهارم هجری است که در شهر گنبدکاووس در استان گلستان قرار 
دارد. این بنا بلندترین برج تمام آجری جهان به شمار می رود. این برج استوانه ای که گنبدی مخروطی 

شکل روی آن قرار گرفته است ٥٥ متر ارتفاع دارد. ستون هایی به شکل منشور روی بدنۀ استوانه ای این 
برج قرار گرفته است. شما در این فصل با حجم های استوانه، مخروط و منشور آشنا می شوید.
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نگاه کلی به فصل
 در کتاب ریاضی هفتم در مورد شکل های فضایی، توضیحاتی داشتیم و تقسیم بندی کلی آنها 
به سه دستهٔ حجم های منشوری، حجم های کروی و حجم های هرمی را انجام دادیم. همچنین در آنجا 
با دستورات محاسبهٔ مساحت جانبی و کل و حجم منشور و حجم های منشوری آشنا شدیم. در این 
کتاب دنبالهٔ این کار را با ارائه مفاهیم و دستورات مرتبط با حجم های کروی و هرمی پی  می گیریم. ابتدا 
دستور حجم کره را به روش تجربی به دست می آوریم، سپس به دستور مساحت رویهٔ کره با همان روش 
می پردازیم. در درس دوّم دستور حجم هرم را به روشی نسبتاً دقیق به دست می آوریم و کمی هم به 
مساحت آن توجه می کنیم و دستور حجم مخروط را نیز از تعمیم آن به دست می آوریم و در درس سوّم 
)درس آخر( جمع بندی از دستورات قبلی محاسبهٔ سطح و حجم داریم و در کنار آن نگاهی به تقویت قوّهٔ 
شهود فضایی دانش آموزان نیز داریم. برای این منظور تمریناتی در ارتباط با ایجاد شکل های فضایی از 
طریق دوران شکل های مسطح هندسی و نیز کار با گستردهٔ شکل های فضایی و نیز تصور هندسی نسبت 

به برش های مقطعی شکل های فضایی داریم.

نقشه مفهومی

شکل های فضایی

هرم و مخروطکره

حجم و مساحت هرم ــ حجم و مساحت کره
حجم مخروط

گسترده شکل های فضاییدوران شکل های مسطح
مقطع های حاصل از برش 

شکل های فضایی
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تصویر عنوانی
یکی از کاربردهای اصلی هندسه، در معماری بناها بوده است و در تاریخ کشورمان از دوران 
کهن تا معاصر صدها نمونهٔ ممتاز از تأثیر آشنایی دانشمندان، ریاضی دانان و مهندسان و معماران ایرانی 
با دانش هندسه به وضوح دیده می شود. بنای تاریخی گنبد قابوس واقع در شهر گنبد کاووس که در قرن  
چهارم هجری بنا شده است یک نمونه از این بناها است. در این بنا حجم های هندسی مانند استوانه، 
با دانش  مخروط و منشور به چشم می خورند. تقارن و زیبایی اثر، نمایانگر تسلط کامل معماران آن 

هندسهٔ فضایی می باشد.

دانستنی هایی برای معلم
بوده اند. وجود  قدیم  و حکمای  ریاضی دانان  توجه  مورد  باز  دیر  از  هندسهٔ فضایی  مباحث 
بوده  فضایی  شکل های  با  مصری  هندسه دانان  آشنایی  بیانگر  خوبی  به  باستان  مصر  در  ثلاثه  اهرام 
است. حکما و ریاضی دانان یونان باستان نیز در این زمینه تحقیقات و بحث های بسیاری داشته اند. 
تاریخ  در  مشهور  مسئله ای  است.  بوده  مکعب  تضعیف  موضوع  بحث ها،  این  قدیمی ترین  از  یکی 
اثبات رسیده  به  آن  بودن  امروزه لاینحل  باعت بحث های مختلف شده است و  ریاضیات که قرن ها 
است. تضعیف مکعب، یعنی ساختن مکعبی که حجم آن دو برابر حجم مکعب مفروض باشد )فقط 
می باشد.در  3 2 طول به  راستی  خط  رسم  با  معادل  که  پرگار(  و  مدرج  غیر  خط کش  کمک  به 
میلاد(  از  قبل   230 )حدود  اراتستن  و  میلاد(  از  قبل   370 )حدود  ائودوکسوس  باستان،  یونان 
روش هایی  کار  این  برای  که  بوده اند  افرادی  جملهٔ  از  میلاد(  از  قبل   225 )حدود  آپولونیوس  و 
دایره(  تربیع  و  زاویه  )تثلیث  دیگر  مسئلهٔ مشهور  دو  همراه  به  کرده اند. مسئله تضعیف مکعب  ارائه 
کارهای  که  قدیم  یونان  ریاضی دانان  از  دیگر  یکی  بوده اند.  قرن ها  در طی  برانگیز  بحث  مسائل  از 
برجسته ای در هندسه فضایی انجام داد، نابغهٔ آن عصر، یعنی ارشمیدس بود. ارشمیدس تحقیقات 
مفصلی در زمینهٔ محاسبات مربوط به کره، استوانه و مخروط و قطعات آنها انجام داد. یونانیان قدیم 
یا  منتظم  شش وجهی   - مثلث القاعده  منتظم  هرم  یا  منتظم  )چهار وجهی  منتظم  وجهی های  چند  با 
مکعب - هشت وجهی منتظم، دوازده وجهی منتظم و بیست وجهی منتظم( آشنا بودند و حتی نسبت 
به آنها دیدگاه های فلسفی خاصی داشتند. قرن ها بعد اویلر ریاضی دان بنام سوئیسی رابطهٔ معروف 
قبلاً  رابطه  این  کرد.  اثبات  منتظم،  هر چند وجهی  و وجه های  یال ها  رئوس،  تعداد  درباره  را  خود 
توسط دکارت نیز کشف شده بود. مطابق این دستور اگر E تعداد یال ها، F تعداد وجه ها و V تعداد 
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رئوس یک چندوجهی محدب باشد، آنگاه : E=V+F-2. ریاضی دان اروپایی دیگر که در زمینهٔ 
به دنیا آمد  هندسهٔ فضایی کارهای ماندگاری انجام داد، کاوالیری بود که در سال 1598در میلان 
و زیر نظر گالیله درس خوانده بود و در فاصلهٔ سال های 1629 - 1647 استاد ریاضیات دانشگاه 
بولونیا بود. اصول بنیان گذاشته توسط او کاربردهای زیادی در محاسبهٔ سطح و حجم دارند. این 

دو اصل عبارت اند از:
موازی  هر خط  و  گیرند  قرار  موازی  بین یک جفت خط  که  باشند  قطعه چنان  دو  اگر  1ــ 
آن دو خط، روی این دو قطعه، پاره خط های برابر جدا کند، آنگاه مساحت های این دو قطعه برابر 

است.
آن  قرار گیرند و هر صفحه موازی  بین یک جفت صفحهٔ موازی  اگر دو شکل فضایی  2ــ 
دو صفحه، روی این دو شکل سطح مقطع های برابر ایجاد کنند، آنگاه حجم های این دو شکل برابر 

است.
به کمک این اصول دستورهای مربوط به حجم هرم و کره به طور دقیق اثبات می شود.

مسیرهایی برای توسعه
مفهوم  با  کره،  حجم  محاسبهٔ  به  مربوط  فعالیت  در  1ــ 
محیط شدن و محاط شدن آشنا می شویم. این یکی از مباحثی 
آن  براساس  می توان  و  دارد  تعمیق  و  توسعه  قابلیت  که  است 

مسائل بیشتری را مطرح کرد، از جمله این مسئله:
ــ استوانه ای به ارتفاع 8 سانتی متر در کره ای به قطر 10 
سانتی متر محاط شده است. حجم استوانه و حجم فضای ما بین 

کره و استوانه را به دست آورید.
با تغییر مکان رأس هرم ها  2ــ در کار در کلاس صفحهٔ 136 همان گونه که ملاحظه می شود، 
روی وجه بالایی مکعب، حجم هرم ها تغییر نمی کند. این می تواند مقدمه ای بر شکل گیری مفهوم مکان 
هندسی در ذهن دانش آموزان باشد: »مکان هندسی رأس هرم هایی با قاعدهٔ مستطیل ABCD که حجم 
ثابتی داشته باشند، صفحه ای موازی این مستطیل است، از اینجا می توان بدون نام بردن از اصطلاح 
»مکان هندسی« در کی شهودی از آن ایجاد کرد و مثال هایی از هندسهٔ مسطحه آورد تا این مفهوم در 

ذهن دانش آموزان جایی باز کند.

10 ۸
O
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و  فضایی  شکل های  ایجاد  و  هندسی  شکل های   ـدوران  3ـ
محاسبهٔ حجم آنها نیز می تواند به توسعهٔ مفاهیم این فصل بیانجامد. 

از جمله این مسئله:
به  متساوی الساقین  ذوزنقهٔ  یک  دوران  از  حاصل  حجم 
قاعده های 14 و 8 سانتی متر و ساق های 5 سانتی متر حول قاعدهٔ 

بزرگ آن را به دست آورید.

معرفی منابع برای معلمان
به  وابسته  انتشارات مدرسه  نوشتهٔ: محمدهاشم رستمی  و 16  دایرة المعارف هندسه جلد 15 

سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی وزارت آموزش و پرورش 

نمونه سؤال های ارزشیابی
 ـ مساحت رویهٔ کره ای، مساوی 100π واحد مربع است. حجم این کره را به دست آورید.  1ـ
2ــ اگر شعاع کره ای را دو برابر کنیم، مساحت آن چند برابر می شود؟ حجم آن چند برابر می شود؟
3ــ کره ای در یک مکعب محاط شده است. نسبت حجم کره به حجم مکعب را به دست آورید.

4ــ رأس یک نیم کره، نقطه ای از آن است که از قاعدهٔ نیم کره بیشترین فاصله را دارد. فاصلهٔ 
رأس نیم کره از مرکز قاعده و از محیط قاعده را برحسب شعاع کره )R( به دست آورید.

5ــ مخروطی در یک نیم کره محاط شده است، به طوری که رأس مخروط بر رأس نیم کره واقع 
است و قاعده های مخروط و نیم کره نیز بر هم منطبق است. نسبت حجم مخروط به حجم نیم کره را 

به دست آورید.
6ــ در شکل مقابل OA و OB و OC دوبه دو بر هم عمودند. حجم 

هرم AOBC را به دست آورید.
و  هم عمودند  بر  دوبه دو   OC و  OB و  OA مقابل در شکل  7ــ 

.OA=OB=OC=2
الف( حجم هرم AOBC را به دست آورید.
ب( مساحت مثلث ABC را به دست آورید.

مثلث ABC، فاصلهٔ O از این  با قاعدهٔ  با توجه به حجم هرم،  ج( 
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قاعده )OH( را به دست آورید.
8 ــ مثلث قائم الزاویه ای را که اضلاع زاویهٔ قائمهٔ آن 6 و 8 سانتی متر هستند، یک بار حول 
ضلع 6 سانتی متری و بار دیگر حول ضلع 8 سانتی متری دوران می دهیم. نسبت حجم های دو شکل 

ایجاد شده را به دست آورید.
 R را به شکل یک مخروط در می آوریم. حجم مخروط را بر حسب R 9ــ نیم دایره ای به شعاع
به دست آورید. اگر همین نیم دایره را حول قطر آن دوران دهیم، حجم حاصل چقدر است؟ نسبت حجم 

این دو شکل )مخروط و شکل حاصل از دوران( را به دست آورید.
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اهداف
ــ آشنایی با دستور محاسبهٔ حجم کره با داشتن اندازهٔ شعاع آن

ــ آشنایی با دستور محاسبهٔ مساحت رویهٔ کره با داشتن اندازهٔ شعاع آن

ابزار مورد نیاز:
1ــ ورقهٔ طلقی شکل شفاف      2ــ چسب و ابزار برش به مقدار کافی

3ــ ورقه های کاغذی                4ــ توپ پلاستیکی کوچک

روش تدریس
در ابتدای درس، پس از یادآوری انواع حجم ها از کتاب هفتم، تعریف کره با استفاده از مشابهت 
بین مفاهیم دایره )در صفحه( و کره در فضا انجام می گیرد: کره مجموعه نقاطی از فضا است  که همهٔ آن 
نقطه ها از یک نقطه در فضا به نام مرکز، به یک فاصلهٔ ثابت و مشخص هستند. به این اندازه، شعاع  کره 

می گوییم.
در ادامه با انجام دو فعالیت، دانش آموزان با دستورات محاسبهٔ حجم و سطح کره به طور عملی 
آشنا می شوند، بدون اینکه نیازی به حفظ کردن آنها داشته باشند. هدف از انجام این دو فعالیت این 

است که دانش آموزان با این دو اصل آشنا شوند:

2 حجم استوانه ای است که این کره در آن قابل محاط شدن 

3
 ،R 1ــ حجم کره ای به شعاع

است.
2ــ مساحت رویهٔ کره ای به شعاع R چهار برابر مساحت دایره ای به همین شعاع است. با انجام 
به خاطر سپرده می شود.  به خوبی درک شده و  اوّل توسط دانش آموزان  اوّل، اصل  درست فعالیت 
)توپ  کره  بر  اطراف  از  که  طلقی ای  استوانهٔ  و خطا،  و سعی  با دست ورزی  باید خود  دانش آموزان 
پلاستیکی( محیط می شود را بسازند و سپس توپ را از استوانه خارج کرده و به ترتیبی که در کتاب بیان 
شده است، آن را از خط برش آن نصف کرده و به دو نیم کره تفکیک کنند. یکی از دو نیم کره را در 
استوانه قرار دهند )هدف از این کار این است که برابری شعاع نیم کره و شعاع قاعدهٔ استوانه به صورت 
عملی دیده شود( آنگاه با ریختن آب توسط نیم کره دیگر، اولاً برابری حجم های دو نیم کره یادآوری 
 ) 3

2
شود، ثانیاً نتیجه شود که حجم استوانه سه برابر حجم نیم کره است. بنابراین حجم استوانه 1/5 )

 درس اوّل: حجم و مساحت کره
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2  حجم استوانه است. 

3
برابر حجم کره و لذا حجم کره 

V = 2 )کره(

3
=V )استوانه(  2

3
×π R2×2R = 4

3
π R3  

در کار در کلاس صفحهٔ 132 نیز روی همین موضوع کار شده است و محاسبه ای عملی در 
به صورت محاسباتی  فعالیت دوباره  تا همان  انجام می گیرد  استوانه  با حجم کره ای محاط در  ارتباط 

تکرار شود.
محاسبهٔ  دستور  پلاستیکی  کرهٔ  نیم  دو  همان  از  یکی  از  استفاده  با   ،133 صفحهٔ  فعالیت  در 
مساحت رویهٔ نیم کره و از آنجا مساحت رویهٔ کره به صورت تجربی به دست می آید. دانش آموزان باید 
سعی کنند به کمک دو ورقهٔ  کاغذی دایره شکل که شعاع آنها با شعاع نیم کره برابر است، روی نیم کره 
البته  برابر است.  را به طور کامل بپوشانند. یکی از راه های این کار، تقسیم هر دایره به هشت قطاع 
بدیهی است که این پوشاندن سطح به صورت تقریبی و با خطا انجام می شود، ولی شهودی که از رابطه 
بین مساحت رویهٔ نیم کره و مساحت دایرهٔ قاعده آن به دست می دهد این آمادگی ذهنی را به دانش آموزان 
می دهد که مساحت رویهٔ نیم کره دو برابر مساحت دایره و در نتیجه مساحت رویهٔ کره 4 برابر مساحت 

این دایره است:
S = 4πR2  

در کار در کلاس این صفحه نیز محاسباتی در همین ارتباط داریم. نکتهٔ قابل توجه آن است 
که تفاوت بین مساحت کل یک نیم دایره توپر و یک نیم کرهٔ تو خالی در این محاسبه ها تجربه می شود.

در تمرین ١  هدف کارکردن برروی اعداد بزرگ و یادآوری نماد علمی است. شعاع کره زمین 
6400 و یا 103 * 6/4 کیلومتر و در نتیجه مساحت رویهٔ کره زمین برابر است با:

S = 4πR2 = 4π)6/4 * 103(2 = 1/6384 *108  km2  
و نسبت مساحت کشور عزیزمان به مساحت رویهٔ کره زمین برابر است با:

/
/

× ≈
×

6

8

1 648 10

1 6384 10
 1/006 *10-2 = %1/006  
یعنی مساحت کشور ما تقریباً یک درصد مساحت کره زمین است! 

در تمرین ٢ توجه می کنیم که ارتفاع کپسول با ارتفاع استوانه برابر نیست )بدفهمی رایج( ارتفاع 
نیم کرهٔ بالایی، مساوی شعاع قاعدهٔ استوانه، یعنی 30 سانتی متر است و لذا ارتفاع استوانه 70 سانتی متر 
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است. پس حجم کپسول برابر است با:
+ 0/3(2 * 0/7(V = π  )نیم کره( + V )استوانه( = V )کپسول(  
2

3
 π)0/3(3 = 0/081 π ≈  0/254 m3 = 254 lit  

برای محاسبهٔ سطح کپسول، برای پاسخ به قسمت بعدی مسئله، دقت کنیم که مساحت قاعدهٔ 
نیم کره نباید محاسبه شود )بدفهمی رایج( همچنین مساحت کل استوانه هم نباید محاسبه شود زیرا قاعده 

بالایی آن رنگ نمی شود! بنابراین:
مساحت نیم کره + مساحت جانبی استوانه + مساحت قاعده = S )کپسول(  
= π )0/3(2 + 2π )0/3()0/7( + 2π )0/3(2 =  
= 0/69 π ≈  2/1666 m2  
    2/1666 * 100 = 216/66 g                         :پس مقدار رنگ لازم برابر است با

توصیه های آموزشی و بدفهمی های رایج
کار  ماشین حساب  با  فعال  به طور  دانش آموزان  این بخش،  که در حل مسائل  توصیه می شود 
نیستند.  صحیح  عددهای  اندازه ها،  معمولاً  که  شود  استفاده  عینی  مثال های  از  شود  سعی  کنند      و 
همچنین به تبدیل های واحدها دقت شود. برای محاسبهٔ حجم و سطح لازم است که همهٔ متغیرها دارای 
اگر حجم برحسب مترمکعب خواسته شده  مثال،  به عنوان  باشند.  اندازه گیری همسان  )یکای(  واحد 
است، لازم است که شعاع یا ارتفاع با واحد متر بیان شود و این یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان 

است.
همچنین توصیه می شود که حجم هایی که اندازهٔ آنها به دست می آید، با حجم هایی که دانش آموزان 
می توانند آنها را مجسم کنند مقایسه شود، مانند کاری که در رابطه با حجم کپسول انجام شده است و 
به واحد لیتر تبدیل شده است. مثلاً می توان اشاره کرد که حجم کپسول که حدود 254 لیتر است، چند 

برابر حجم یک بطری نوشابهٔ 1/5 لیتری است.
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اهداف
ــ آشنایی با دستور محاسبهٔ حجم هرم

ــ آشنایی با دستور محاسبهٔ حجم مخروط

روش تدریس
در ابتدای این درس تعریف های اولیهٔ مربوط به هرم انجام می گیرد. نکته ای که باید به آن توجه 
کرد و ابهام دانش آموزان را نسبت به آن رفع نمود، این است که قاعدهٔ هرم نیز جزء وجه های آن است 
و در فعالیت ابتدای درس نیز روی این امر تأکید شده است. در قسمت دوم فعالیت )صفحهٔ 135 و 
136( هدف این است که دانش آموزان به طور شهودی به این حقیقت واقف شوند که اگر دو هرم دارای 
مساحت های قاعده یکسان و ارتفاع های برابر باشند، حجم های برابر دارند. اثبات دقیق این موضوع به 
کمک اصل کاوالیری انجام می شود. کار در کلاس صفحهٔ 136 هم معطوف به همین موضوع است. 
استنتاج  را  استفاده کرده و دستور حجم هرم  از همین موضوع  فعالیت صفحهٔ 137 می خواهیم  در 
نمائیم. توصیه می شود که پرسش های انجام یافته را قدم به قدم با دانش آموزان مطرح نموده و پاسخ 

بگیریم.
 BDE و ABD چه نوع چهارضلعی است؟ چرا مثلث های ،ABED پرسش 1: چهارضلعی

هم مساحت اند؟
پاسخ: با توجه به تعریف منشور، این چهار ضلعی مستطیل است و قطر هر مستطیل، آن را به 

دو مثلث هم نهشت و هم مساحت تفکیک می کند.
پرسش 2: چرا هرم های CBED و CBAD دارای حجم های برابر هستند؟ 

پاسخ: این دو هرم در رأس C مشترک اند و قاعده های آنها طبق آنچه که در پرسش )1( دیدیم 
هم مساحت اند، پس ارتفاع آنها برابر است )عمودی که از رأس C بر هر دو قاعده رسم می شود( و لذا 

طبق نتیجهٔ فعالیت قبل، حجم های یکسان دارند.
پرسش 3: چرا مثلث های DEF  و ABC هم مساحت اند؟

پاسخ: زیرا وجه های روبه رو )قاعده های( منشور هستند و در نتیجه هم نهشت و هم مساحت اند.
پرسش 4: چرا هرم های CDEF و DABC دارای حجم های برابر هستند؟

 CF( هم مساحت اند و ارتفاع های آنها )ABC و DEF پاسخ: زیرا قاعده های آنها )مثلث های
و AD( برابرند.

 درس دوم: حجم هرم و مخروط
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پرسش 5: با توجه به پاسخ های سؤال های 2 و 4 چه نتیجه ای می گیریم؟ 
پاسخ: سه هرم مشخص شده در شکل، حجم های برابر دارند و در نتیجه حجم هر یک، مساوی 
یک سوم حجم منشور است. کار در کلاس و فعالیت بعدی نیز به کار با دستور حجم هرم اختصاص 
دارد. در فعالیت )1( کاربرد قضیهٔ فیثاغورس را در محاسبهٔ ارتفاع هرم منتظم با قاعدهٔ مربع می بینیم و 
به دست آوریم. همانطور که می بینیم مثلث OBC متساوی الساقین  از آنجا می توانیم حجم هرم را 
است، پس OM  میانه و ارتفاع این مثلث بوده و در مثلث قائم الزاویهٔ OBM داریم: OB = 10 و 
= OM و در مثلث قائم الزاویهٔ HM، OHM موازی  OB BM−2 2 =BM در نتیجه: 8= BC

2
= 6

=OH و از آنجا  OM HM− =2 2 28 و نصف AB  و در نتیجه مساوی 6 سانتی متر است، پس: 
می توان حجم هرم را به دست آورد. در قسمت دوم، به تعریف مخروط از روی هرم منتظم می رسیم و 

از آنجا دستور محاسبهٔ حجم مخروط را به دست می آوریم.
در کار در کلاس صفحهٔ 139، که یادآوری از فعالیتی از کتاب ریاضی هشتم می باشد، مخروطی 
را به کمک قطاع می سازیم. توصیه می شود که این کار را به صورت عملی و با استفاده از برش هایی از 
یک دایرهٔ کاغذی، نمایش دهیم. در این صورت بدیهی است که مولد مخروط )پاره خطی که از رأس به 
محیط قاعدهٔ مخروط وصل می شود( مساوی شعاع قطاع یعنی 10cm بوده و با توجه به اندازهٔ شعاع 
قاعده مخروط )6cm( به کمک قضیهٔ فیثاغورس می توان ارتفاع مخروط را به دست آورد و از آنجا 

حجم مخروط را محاسبه کرد.
تمرین ٢ شبیه فعالیت صفحهٔ قبل است:

BC = 4 ⇒ BM = 2 و OB = OC = 8         

H

D

A

C

B

M

O

OM OB BM⇒ = − =2 2 60

ABHM = = 2
2

OH OM HM= − = =2 2 56 2 14

V Sh= = × × =1 1 32 14
16 2 14

3 3 3
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توصیه های آموزشی
توصیه می شود که به دانش آموزان تأکید شود که در هرم های چهاروجهی )هرم هایی که قاعدهٔ 
آنها مثلث است( رأس هرم می تواند هر یک از چهار رأس باشد و قاعدهٔ هرم نیز متغیر است و با تغییر 
رأس، تغییر می کند. درست مانند مثلث در صفحه که مساحت آن مساوی نصف حاصل ضرب هر ضلع 

)قاعده( در ارتفاع وارد بر آن ضلع است:

S AH BC BH AC CH AB′ ′′= × = × = ×1 1 1

2 2 2
 

A

B CH

H′H′′

در مورد این گونه هرم ها نیز داریم:

V s h s h= = =1 1 2 2
1 1

3 3

s h s h=3 3 4 4
1 1

3 3
S1

S2

h2

h1
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اهداف
ــ توانایی انجام محاسبه در هندسهٔ فضایی )یافتن اندازه های پاره خط های مجهول، 

مساحت رویه ها و حجم ها(
ــ یادآوری گستردهٔ شکل های فضایی و اندازه ها روی آن

ــ توانایی تجسم فضایی و نیز توصیف دوران یافتهٔ شکل های مسطح که منجر به 
ایجاد شکل های فضایی شناخته شده می شود.

روش تدریس
در ابتدای این بخش، فعالیتی مطرح شده که بی مقدمه، گستردهٔ شکل های فضایی را مطرح کرده 
اندازه های روی شکل  به  با توجه  بتوانند  باید  اندازه ها را روی آن مشخص می کند. دانش آموزان  و 
فضایی آن اندازه ها را در گستردهٔ آن شکل، همانندسازی کرده و از روی آنها مساحت ها را اندازه گیری 
برای محاسبهٔ  فیثاغورس  از قضیهٔ  استفاده  می شود،  یادآوری  اینجا  در  که  از محاسباتی  یکی  کنند. 

مساحت مثلث های متساوی الساقین با استفاده از طول های ساق و قاعده آنها است.
مثلث های  جانبی  وجه های  و   4 ضلع  به  مربع  قاعدهٔ  با  هرمی  کل  مساحت  محاسبهٔ  مانند 
متساوی الساقین با ساق های 8، که با رسم ارتفاع هر مثلث و این واقعیت که ارتفاع وارد بر قاعده این 
− به دست  =2 28 2 60 مثلث ها میانه نیز هست، به کمک قضیهٔ فیثاغورس طول ارتفاع مساوی 
مساحت  و   S = × × =1

4 60 4 15
2

با:  است  برابر  متساوی الساقین  مثلث  هر  مساحت  و  آمده 
16+ که همان مساحت کل هرم است. کار در کلاس صفحهٔ بعد  15 16 گستردهٔ هرم برابر است با: 
نیز همین هدف را تعقیب می کند و دستوری برای محاسبهٔ مساحت  کل یک هرم منتظم چهاروجهی 

S a a= × =2 23
4 3

4
به دست می دهد: 

بخش )2( کار در کلاس هم همین بحث را پی می گیرد )محاسبهٔ مساحت جانبی هرمی با قاعدهٔ 
شش ضلعی منتظم، که مساوی شش برابر مساحت مثلثی متساوی الساقین است(.

با شکل های  آن  رابطهٔ  و  یعنی دوران شکل های هندسی  به هدف سوم،  فعالیت صفحهٔ 141، 
فضایی می پردازد. دانش آموزان باید به این توانایی برسند که بتوانند دوران یافتهٔ شکل های مسطح را 
در فضا تجسم کرده و آنها را رسم کنند. پیشنهاد می شود که در کلاس درس این کار به صورت عملی 
و به کمک ورقه های مقوایی صُلب و تخت انجام گیرد تا دانش آموزان به تصور بهتری دست یابند. به 

 درس سوم: سطح وحجم
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نمونه های زیر توجه شود:
A

B

A

B

در کار درکلاس صفحهٔ 142، دانش آموزان می توانند با تجربهٔ قبلی خود، تشخیص دهند که 
از دوران ربع دایره، حول شعاع آن، یک نیم کره ایجاد می شود و با داشتن طول شعاع آن، حجم آن را 

به دست آورند.
در فعالیت بعدی )در سه قسمت( تمرکز بر روی تقویت حس شهود و تجسم فضایی دانش آموزان 
است. در قسمت اول و دوم، تجسم نگاه فضایی به یک شکل و تصویری که در ذهن از آن )از سمت    و 
سوهای مختلف( ایجاد می شود مدّ نظر است. در قسمت سوم و چهارم تمرکز بر روی تقویت حس 
شهود و تجسم نسبت به مقطع های حاصل از برش شکل های فضایی است. کار در کلاس صفحهٔ 142 

دوران یافتۀ ذوزنقۀ 
متساوی الساقین حول محور 
تقارن AB )مخروط ناقص(

دوران یافتۀ ذوزنقۀ 
متساوی الساقین حول قاعدۀ 

بزرگ آن )یک استوانه و دو 
مخروط متصل به آن(

دوران یافتۀ مستطیل 
حول ضلع AB )استوانه(

دوران یافتۀ مثلث 
متساوی الاضلاع حول یک 

ضلع آن )دو مخروط که 
قاعدۀ مشترک دارند(

دوران یافتۀ متوازی الاضلاع 
حول ضلع بزرگ آن )یک استوانه که از یک 

طرف یک مخروط از آن حذف شده و از 
طرف دیگر مخروط به آن وصل شده است(

دوران یافتۀ ذوزنقۀ 
متساوی الساقین حول قاعدۀ 
کوچک )استوانه ای که دو 

مخروط از آن حذف شده اند(
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نیز همین موضوع را دنبال می کند. پیشنهاد می شود که این فعالیت نیز به صورت عملی در کلاس درس 
اجرا شود و دانش آموزان با استفاده از اشیاء مناسب و قابل برش در کلاس یا منزل آن را انجام دهند     و 

تجربه کنند.
در تمرین ١ نسبت حجم به سطح در مورد این چهار شکل به ترتیب برابر است با:

1( a مکعب به ضلع : V a a
S a

= =
3

2

1

66
 

2( a کره به شعاع : 
aV a

S a

π
= =

π

3

2

4
13
34

 

3( a استوانه به شعاع قاعده و ارتفاع : V a a
S a

π= =
π

3

2

1

44
 

4(  a استوانه به ارتفاع و قطر قاعده : 
a

V a
S a

π

= =
π

3

2

14
63

2

 

و چنانچه دیده می شود در مورد کره، این نسبت از همهٔ  موارد دیگر، بزرگ تر است. این نسبت 
به لحاظ اقتصادی، ساختن شکل ها به شکل کره به صرفه تر است، یعنی در میان  بیانگر آن است که 
بیشتر  بیشتر است، زیرا توزیع حجم آن در سطح واحد،  برابر، حجم کره  با مساحت  اشکال هندسی 

است.
هدف از تمرین ٢، ایجاد یک شهود ابتدایی نسبت به شکلی فضایی است که از یک ورقهٔ مسطح 
ساخته می شود و در سال های بالاتر مسائلی از آن مطرح می شود. برای آنکه 4 کره در این جعبهٔ در باز 

a = 6x  :و در نتیجه a - 2x = 4x  :جا شوند، باید داشته باشیم
لازم به ذکر است که البته کره ها از بالا، از جعبه بیرون می مانند و نصف آنها داخل جعبه قرار 

می گیرد.
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1ــ قطر تقریبی کرهٔ زمین حدود 12800 کیلومتر است.
الف( قطر و شعاع کره زمین را بر حسب کیلومتر با نماد علمی بنویسید.

١٠٤ × 1/28 = قطر )الف

١٠3 × 6/4 = شعاع 

ب( قطر و شعاع کره زمین را بر حسب متر با نماد علمی بنویسید.
١٠7 × 1/28 = قطر )ب

١٠6 × 6/4 = شعاع 

ج( مساحت تقریبی رویه )سطح( کره زمین را بر حسب کیلومتر مربع و متر مربع با نماد علمی بنویسید.
S = 4�R3  )ج

S = 4� )6/4 * 103(2 = 1/6384 * 108 km2

S = 4� )6/4 * 106(2 = 5/145 * 1014m2

د( مساحت کشور جمهوری اسلامی ایران حدود 1/648/000 کیلومترمربع است. مساحت 
ایران چه کسری از مساحت کره زمین است؟ این نسبت را با درصد نشان دهید.

/  )د
/

× ≈
×

6

8

1 648 10

1 6384 10
%1

یک  روی  نیم کره  یک  گرفتن  قرار  از  گاز  کپسول  یک  2ــ 
قاعده  دایره  قطر  اگر  است.  شده  درست  مقابل  به صورت  استوانه 
کپسول 60 سانتیمتر و ارتفاع آن یک متر باشد، حجم کپسول را بر 

حسب متر مکعب به دست آورید.
اگر بخواهیم سطح کل این کپسول را رنگ کنیم، چند کیلوگرم 
رنگ لازم است به شرط اینکه رنگ آمیزی هر متر مربع به 100 گرم 

رنگ نیاز داشته باشد؟

  تمرین

8 صل
ف � حل تمرین های

١m

60cm

0/3
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V / / /= × π× + × π×2 31 3

0 3 0 7 0 3
2 4  

/ / / / m= π + π = π 30 06 0 018 0 078 0 24  
 

S / / / / / / / / m= × π + × π× + × × π× = π + π + =2 2 21
0 3 0 6 0 7 4 0 3 0 09 0 42 0 18 2 17

2

     0/217kg = 0/1 * 2/17 = رنگ لازم

3ــ پیمانه ای به شکل نیم کره و به قطر 
دهانه 24 سانتیمتر را از آب پر و آب آن را در 
خالی  قطر  همان  با  شکل  استوانه ای  لیوانی 
بالا  ارتفاعی  چه  تا  لیوان  در  آب  می کنیم؛ 

می آید؟

= حجم نیم کره × × π× = π31 4
12 1152

2 3
 

x × � × ١٢٢= حجم آب درون استوانه  
1152� = 122 × � × x  

x π= 1152

π144
cm= 8 ارتفاع آب درون استوانه   

24cm

24cm

x

  تمرین

1ــ حجم هرمی را به دست آورید که قاعدهٔ آن مستطیلی به ابعاد 6 و 5 سانتیمتر و ارتفاع آن 
10 سانتیمتر باشد.

V sh cm= = × × × = 31 1
5 6 10 100

3 3  
2ــ حجم هرمی با قاعدهٔ مربع را به دست آورید که ضلع قاعدهٔ آن 4cm باشد و وجه های جانبی 
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12cm

4cm

6cm

آن مثلث های متساوی الساقینی به ساق های 8cm باشد.
4 است. 2 قطر قاعده به کمک رابطه فیثاغورث برابر 

AB2 = AC2 - BC2  BC = 2 2 پس 
AB ( )= − = − =2 2 28 2 2 64 8 56      AB = 56  

V sh= = × × = =1 1 16 32 14
16 56 56

3 3 3 3  
3ــ ظرفی به شکل مخروط با شعاع دهانهٔ ٤cm و به ارتفاع 12cm را 
از آب پر می کنیم و در لیوانی استوانه ای شکل، که شعاع قاعدهٔ آن 6cm است، 

خالی می کنیم؛ آب تا چه ارتفاعی در لیوان بالا می آید؟
حجم آب درون استوانه = حجم آب مخروط  

π1

3
× × = π24 12 h× ×23

 
h = 64

9  

B

C

A

٤

۸

  تمرین

1ــ حجم و سطح کل شکل های زیر را پیدا و باهم مقایسه کنید.

a مکعب به ضلع                              a استوانه به ارتفاع                      استوانه به ارتفاع و                           کره به شعاع 
a شعاع قاعدۀ                              a و قطر قاعدۀ    

a

a

a

a

V=a3                     V a= π 33

4
                       V = � a3               a aV ( ) a π= π =

3
2

2 4

                    S= 6a2                               S=  4�a2                             S= 2�a2+2�a2       aS ( ) a

a

= π +

π=

2 2

2

2
2

3

2

                                  

                                                      =4�a2                                  

aS ( ) a

a

= π +

π=

2 2

2

2
2

3

2
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( را به دست آورید. در کدام شکل این نسبت بزرگ تر  V
S

در هر مورد،    نسبت حجم به سطح )
است؟ 

                          
v a
s

=
6

 v a
s

=
3

 v a
s

=
4

 v a
s

=
6

 

2ــ از یک مقوا به ضلع a گوشه های مربع شکل به ضلع 
x را بریده و با سطح باقیمانده یک جعبه مکعب مستطیل شکل 
درست کرده ایم. چه رابطه ای بین a و x باشد تا بتوان چهار 

کره را به شعاع x داخل این جعبه جای داد.
4x = a - 2x  
a = 6x  

ax =
6

 

x x

xx

x

x x

x
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